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Résumé 

This paper is devoted to the study of the £-adic représentations of thc absolute Galois 
group G of Qp, p > 5, associated to an elliptic curve over Qp, as £ runs through the set 
of ail prime numbers (including £ — p, in which case we use the theory of potentially 
semi-stable p-adic représentations). 

For each prime £, we give the complète list of isomorphism classes of Q£[G]-modules 
coming from an elliptic curve over Qp, that is, those which are isomorphic to the Tate 
module of an elliptic curve over Qp. The £ — p case is the more délicate. It requires 
studying the liftings of a given elliptic curve over Fp to an elliptic scheme over the ring 
of integers of a totally ramified finite extension of Qp, and combining it with a descent 
theorem providing a Galois criterion for an elliptic curve having good réduction over a 
p-adic field to be defined over a closed subfield. This enables us to state necessary and 
sufficient conditions for an £-adic représentation of G to corne from an elliptic curve over 
Qp, for each prime £. 

1991 Mathematics Subject Classification. Primary 14F20 ; Secondary 11G07, 14F30. 

L'objet de cet article est l'étude des représentations £-adiques associées aux courbes ellip- 
tiques définies sur Qp, où p est un nombre premier supérieur ou égal à 5, lorsque £ parcourt 
l'ensemble de tous les nombres premiers, y compris £ = p. 

Fixons un premier p > 5 et une clôture algébrique Qp de Qp. Soit E une courbe elliptique 
sur Qp. Pour tout £ premier, soit E[£'^], n > 0, le groupe des points de ^"'-torsion de E k 
valeurs dans Qp. Le module de Tate £-adique Ti^E) = lim £'[£"'] est un Z^-moduIe libre de 
rang 2, Vi{E) = Q^ T£{E) est un Q^-espace vectoriel de dimension 2, et tous deux sont 
munis d'une action linéaire et continue du groupe de Galois absolu G = Gal(Qp/Qp). On 
obtient ainsi des représentations pour tout £ 

G ^ Antz,{Te{E)) et G ^ AntQ,{Ve{E)) 

Ces représentations contiennent des informations concernant la courbe E/Qp et beaucoup de 
résultats sur celles-ci sont devenus classiques (voir [Se 1], [Se 2], [Se- Ta], [Ta], [Kr], [Ro], et 
bien d'autres). 

Soit maintenant Ti un Z^-module libre de rang 2 muni d'une action linéaire et continue 
de G. On considère le problème suivant : quand Ti provient-il d'une courbe elliptique sur Qp, 
i.e. quand existe-t-il une courbe elliptique E/Qp telle que Ti et Ti{E) sont des Z£[G]-modules 
isomorphes ? En fait, cette question se ramène à celle obtenue en remplaçant par Q^ 
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et Ti(E) par Vi{E). On donne ici une réponse à cette question, y compris dans le cas i = p, 
qui est le plus délicat à traiter. 

L'objet de la section 1 est de présenter les outils utilisés. Pour £ p,k chaque représentation 
^-adique de G, on sait associer fonctoriellement une représentation de Weil-Deligne - sur laque- 
lle les racines du polynôme caractéristique d'un relèvement du Frobenius sont des unités 
i!-adiques - et vice versa (voir une définition ici en 1.1 ; il est important de noter que la 
construction que nous allons utiliser est contravariante) . Une représentation de Weil-Deligne 
consiste en la donnée d'une représentation du groupe de Weil et d'un opérateur nilpotent, les 
deux étant lies par une relation. Travailler avec de tels objets présente l'avantage de discrétiser 
l'action de G. Pour i = p, k chaque représentation p-adique de G potentiellement semi-stable, 
on sait associer fonctoriellement un (ip, N,G)-m.odule filtré (voir 1.2; ici encore nous allons 
utiliser un foncteur contravariant) , et réciproquement si ce module filtré est faiblement ad- 
missible (i.e. faiblement admissible équivaut à admissible, voir [Co-Fo]). Un {(p, N, G)-module 
filtré consiste en la donnée d'un espace vectoriel muni d'un opérateur de Frobenius ip semi- 
linéaire, d'un opérateur nilpotent N lié k ip par une relation, d'une action semi-linéaire de G 
commutant avec ces deux opérateurs, ainsi que d'une filtration stable par l'action de G ; la 
faible admissibilité est une condition liant le Frobenius à la filtration. Travailler avec de tels 
objets présente l'avantage de pouvoir remplacer une représentation p-adique de G par des 
données de type algébrique. De plus, en oubliant la filtration, on sait associer fonctoriellement 
à chaque {(p, N, G)-module filtré une représentation de Weil-Deligne définie sur une extension 
non ramifiée de Qp ; via cette association, les classes d'isomorphisme des (p, N, G)-modules 
(non filtrés) correspondent bijectivement à celles des représentations de Weil-Deligne. Cela 
permet de comparer les représentations ^-adiques entre elles pour tout £ premier. En partic- 
ulier, on sait que, pour une courbe elliptique E/Qp fixée, les représentations de Weil-Deligne 
qui lui sont associées sont indépendantes du nombre premier i. Ainsi, répondre à la question 
pour £ p, c'est savoir quelles sont exactement les représentations de Weil-Deligne possi- 
bles ; et pour £ = p, c'est savoir quelles sont exactement les filtrations faiblement admissibles 
possibles. 

Donnons des conditions nécessaires bien connues. Soit E/Qp une courbe elliptique. 

1) Pour tout £ premier, la représentation de Weil-Deligne associée à Ve{E) vérifie : 

(1°) le déterminant sur Vg{E) est le caractère cyclotomique ^-adique 
(2°) elle est définie sur Q 

(3°) si £" a potentiellement bonne réduction, les racines du polynôme caractéristique d'un 
relèvement du Frobenius géométrique sont des p- nombres de Weil : Tr(Frob) G Z et 
|TÏ(FVob)|oo< 2^ 

2) Le Qp[G]-module Vp{E) est potentiellement semi-stable et de type Hodge-Tate (0, 1). 

En fait, on a un but double : d'une part, classifier pour tout £ les représentations £- 
adiques associées à une courbe elliptique sur Qp ; d'autre part, faire la liste pour tout £ de 
toutes les représentations ^-adiques, à isomorphisme près, vérifiant ces conditions nécessaires 
et déterminer celles qui proviennent d'une courbe elliptique sur Qp. 

La première partie est l'objet de la section 2 ; signalons que les résultats énoncés dans 
cette section sont tous plus ou moins connus. On commence par construire une liste finie de 
représentations de Weil-Deligne deux à deux non isomorphes, liste que nous notons WD* 
(2.1.1). A chacune d'elles, on associe un ((^, TV, G)-module et on construit un représentant de 
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chaque classe d'isomorphisme de filtration faiblement admissible de type Hodge-Tate (0, 1) 
que l'on peut mettre sur ce module ; il y a, suivant les cas, un nombre fini ou infini de possi- 
bilités. Cela nous donne une liste infinie de (99, N, G)-modules filtrés faiblement admissibles 
deux à deux non isomorphes que nous notons D* (2.2.1). Puis on montre que si E est une 
courbe elliptique sur Qp, alors, pour ê p,la représentation de Weil-Deligne associée à Ve{E) 
est isomorphe à un objet de la liste WD* (2.1.3), et le {ip, N, G)-module filtré associé à Vp{E) 
est isomorphe à un objet de la liste D* (2.2.4). De plus, si l'on se donne la courbe E sous la 
forme d'une équation de Weierstrass = + Ax + B, on donne une liste d'invariants de E 
définis à partir de ^ et de qui permettent de déterminer l'objet de WD* associé et parfois 
aussi de D*. 

La deuxième partie est l'objet des sections 3, 4 et 5. Les résultats principaux sont les deux 
théorèmes suivants : 

Théorème 1 (cf. thm. 3.1 ci-dessous) Soient C ^ p et une représentation t-adique de G 
de dimension 2. Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(1) il existe une courbe elliptique E sur telle que Vi{E) soit isomorphe à Vi, 

(2) la représentation de Weil-Deligne associée à vérifie les conditions (1°), (2°) et (3°) 

ci-dessus, 

(3) la représentation de Weil-Deligne associée à est isomorphe à un objet de la liste 
WD*. 

Théorème 2 (cf. thm. 5.1 ci-dessous) Soit Vp une représentation p-adique de G de dimension 
2. Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(1) il existe une courbe elliptique E sur Qp telle que Vp{E) soit isomorphe à Vp, 

(2) la représentation Vp est potentiellement semi-stable de type Hodge-Tate (0,1) et la 
représentation de Weil-Deligne associée vérifie les conditions (1°), (2°) et (3°) ci-dessus, 

(3) la représentation Vp est potentiellement semi-stable et le {ip, N, G) -module filtré associé 
est isomorphe à un objet de la liste D*. 

Le théorème 1 est facile à démontrer (3.1). En effet, en utilisant la théorie de Honda- 
Tate pour les cas de potentielle bonne réduction, les opérations élémentaires sur les courbes 
elliptiques permettent de construire suffisament d'exemples pour obtenir toutes les classes ; 
on peut même produire pour chacune un exemple sous forme d'équation de Weierstrass (3.2). 

Le théorème 2 est plus délicat et constitue le principal résultat nouveau de cet article. 
Lorsque la représentation est potentiellement semi-stable mais non potentiellement cristalline 
on peut faire des calculs suffisament explicites, grâce aux courbes de Tate ; on obtient une 
infinité de classes paramétrées par Z/2Z x Z/2Z x Qp. Les cas cristallins ou tordus-cristallins 
engendrent une famille finie de classes, de même pour les cas potentiellement ordinaires ; 
on peut donner des exemples sous forme d'équations de Weierstrass (5.2). La principale 
difficulté se trouve dans les cas potentiellement supersinguliers qui ne sont pas des tordus 
de cas cristallins, ce qui arrive lorsque 12 ne divise pas p — 1 ; alors pour chaque entier dans 
{3, 4, 6} divisant p + 1 on obtient une infinité de classes paramétrées par P^(Qp). 

Pour traiter ce dernier cas on construit dans la section 4 toutes les courbes elliptiques 
sur Qp ayant potentiellement bonne réduction supersingulicre, à Qp-isomorphisme près, de 
la manière qui suit. Dans un premier temps, étant donnée une courbe elliptique E sur Fp 
super singulière, on décrit en 4.2 les schémas elliptiques la relevant sur l'anneau des entiers 
d'une extension totalement ramifiée dont l'indice de ramification est un entier e strictement 
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inférieur k p — 1 (la réponse à ce problème est bien connue quand E est ordinaire, cf. [Me] 
ou [Ka]). Pour cela on combine le théorème de Serre- Tate (4.1.1) avec la description des 
groupes p-divisibles par les modules de Dieudonné filtrés (4.1.2 et 4.1.3). Puis on démontre 
en 4.3 un théorème de descente qui fournit un critère galoisien pour qu'une courbe elliptique 
ayant bonne réduction sur un corps p-adique puisse être définie sur un sous-corps fermé. Ce 
critère permet de déterminer quels sont, parmi les schémas elliptiques construits en 4.2 et 
pour e G {3,4,6}, ceux qui sont susceptibles d'être définis sur Qp (4.4). En 4.5 on donne les 
résultats de ces méthodes appliquées aux cas ordinaires. On récolte finalement les fruits de 
cette étude en 5.1 oii l'on démontre le théorème 2 énoncé ci-dessus. 

Cet article est une version remaniée de la thèse de l'auteur sous la direction de J.-M. 
Fontaine. Au cours de ce travail l'auteur a bénéficié de précieuses discussions avec lui. 

Je tiens donc à remercier chaleureusement J.-M. Fontaine, sans ses patientes explications 
ce travail n'aurait certainement pas pu être mené à bien. 
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1 Rappels et notations 

Soit V l'ensemble des nombres premiers. On fixe un p G tel que p > 5 et Qp une clôture 
algébrique de Qp. On note G = Gal(Qp/Qp) et I son sous-groupe d'inertie ; si K C Qp est une 
extension de Qp on pose Gk = Gal(Qp/if ) et Ik = Gk^I- On note Qp'' l'extension maximale 

non ramifiée de Qp contenue dans Qp et Fp son corps résiduel. Pour £ £ P, si /v,£n(Qp) est 
le groupe des racines ^"-ièmes de l'unité contenues dans Qp, on écrit Z^(l) = lim/i£n(Qp) et 
Q^(l) = Q^ ^^(l)- La valuation p-adique Vp sur Qp est normalisée par Vp{p) = 1 ; on note 
aussi Vp la valuation qui l'étend sur Qp. 

1.1 Représentations £-adiques, l^p^ et représentations de Weil-Deligne 

Soit ^ G P tel que i ^ p. On désigne par RepQ^(G) la catégorie des représentations 
^-adiques de G, c'est-à-dire des Q^-espaces vectoriels de dimension finie munis d'une action 
linéaire et continue de G. Soit L c Qp une extension finie de Qp ; une représentation ^-adique 
de G est semi-stable sur L si II opère de façon unipotente et a bonne réduction sur L si II 
opère trivialement. Le corps résiduel de Q^ étant fini, on sait que toutes les représentations 
•é-adiques de G sont potentiellement semi-stables. 

Le groupe de Wcil W de Qp est défini par la suite exacte courte I^I^W^Tj^I 
avec i;(Frob.arithm.) = 1 ; c'est donc le sous-groupe de G constitué des éléments g tels que 
g mod / est une puissance entière du Probenius. 

Soit K un corps de caractéristique 0. On note Hepj^{'W) la catégorie des représentations 
X-lincaircs du groupe de Weil-Deligne 'W : les objets sont les triplcts (A, pQ, N), on A est un 
-RT-espace vectoriel de dimension finie, po : W ^ Autii:(A) est un morphisme dont le noyau 
contient un sous-groupe ouvert de I, et N E Endx(A) vérifie po{w)N = p'"^"'^ N pq{w) pour 
tout w E W ; l'opérateur de monodromie N est donc nilpotent. Soit L C Qp une extension 
finie de Qp ; la représentation {A,pQ,N) est semi-stable sur L si Pq{Il) = 1 et a bonne 
réduction sur L si = et Po{Il) = 1- Si l'action de 'W est F-semi-simple, i.e. si l'action de 
W par po est semi-simple, alors un objet de Hepf^CW) est déterminé à isomorphisme près 
par les traces Tr(po) :W^K ainsi que par le polynôme minimal de N. 

Soient K et K' deux corps de caractéristique munis de plongemcnts i : C et 

i' : K' ^ C et soient A, A' des objets de Ilepj^{'W) et Ilepj^,{'W) respectivement. On dit 
que A est défini sur Q si, étant donnés un Q-cspace vectoriel D tel que A = K (g)Q D et un 
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corps algébriquement clos ri contenant K, l'objet 0(8>q D de Hepç^CW) est isomorphe à ses 
conjugués sous Aut(J7/Q) (cette condition est indépendante des choix de D et de Q) ; dans 

ce cas A (Si^/^^ C est un objet de Rep^CW) dont la classe d'isomorphisme ne dépend pas 
du choix de l. On dit que A et A' sont compatibles s'ils sont tous deux définis sur Q et si 

A (X'/^/'tC et A' tX'^;/'^; C sont isomorphes dans Repj-('Ty). 

Soit RepQ^(W) la sous-catégorie pleine de RepQ^{'W) formée des objets sur lesquels les 
racines du polynôme caractéristique d'un relèvement du Probenius sont des unités ^-adiques. 
Il existe un foncteur établissant une équivalence entre RepQ^ i'W) et RepQ^ (G) , voir [Ko] , § 

4 ou [De 1], § 8. 

On renvoie à [Fo 3] pour la définition de l'anneau Bgt/- On utilise ici le foncteur con- 
travariant W| : RepQ^(G) ^ Kep°Q^{'W) donné par W}{V) = Rouiq^[j^^{V, Bst,e) si V 
est semi-stable sur l'extension finie L C Qp de Qp ; si F a bonne réduction sur L on a 
W|(y) = HomQ^[7^](y, Q^). Ce foncteur est équivalent à celui obtenu en appliquant le fonc- 
teur décrit dans [Fo 3] à la représentation duale. Il établit une anti-équivalence de catégories 
via laquelle les notions d'objet semi-stable sur L ou ayant bonne réduction sur L se corre- 
spondent. Comme Ve{E) est le dual de Hl^{Exq^Qp ,Q^) pour une courbe elliptique E/Qp, 
on peut voir W| comme un foncteur covariant des Hl^ dans RepQ^('VF). 

Choisissons pour chaque i ^ p un plongement de corps /.£ : ^ C . Un système 
(A^)^^p de représentations Q^-linéaires de 'W est compatible si les A^ sont deux à deux 
compatibles lorsque £ parcourt V\{p}. Sur chaque A^ il existe une unique filtration finie 
croissante {FiljA^jjgz telle que NÇFiliAg) C Filj_2A^ et que N induit un isomorphisme 

: GrjA^ ^ Gr_jA^ pour tout i G Z ([De 2]). Supposons que chaque A^ est F-semi- 
simple ; alors la compatibilité signifie que, pour tout i G Z, les traces Tr(Gri A^) : W ^ 
sont à valeurs dans Q et indépendantes de Si = sur tous les A^ cela signifie que les 
traces Tr(/9o/) :W—>Qi sont à valeurs dans Q et indépendantes de £. 

Soit E/Qp une courbe elliptique. Pour tout £ p, si L C Qp est une extension finie 
de Qp, alors E est semi-stable sur L (resp. a bonne réduction sur L) si et seulement si 
la représentation de Weil-Dclignc 'W'^{Vi{E)) associée à Vi{E) l'est. De plus, on sait que 
W^{Vi{E)) est F-semi-simple, définie sur Q, et que le système (W|(V^(£?)))^^p est com- 
patible (voir [Ra] pour un énoncé dans un contexte bien plus général ; voir aussi la rmq. 
2.6). 

1.2 Représentations p-adiques potentiellement semi-stables et ((/?, iV, G)- 
modules filtrés 

On désigne par Rep(Q,^(G) la catégorie des représentations p-adiques de G, c'est-à-dire 
des Qp-espaces vectoriels de dimension finie munis d'une action linéaire et continue de G. 
Pour pouvoir disposer de notions similaires à celles du cas ^ 7^ p, on a besoin de la théorie de 
Fontaine (voir [Fo 2]), en particulier des anneaux B^ji, Ecris et Bgt ; on renvoie à [Fo 1] pour 
les définitions de ceux-ci. 

Soient L C Qp une extension finie de Qp et Lq l'extension maximale non ramifiée contenue 
dans L; alors {Bcris)^^ = (Bst)'^^ = Lq. Donc, si V est une représentation p-adique de 
G, les objets HomQp[Q^](y, 5^^) et HomQp[(3^](T/, 5cris) sont des Lo-espaces vectoriels; on 
montre que leur dimension est toujours inférieure ou égale à dimQ)p(y). On dit que V est 
semi-stable sur L si dimiQ(HomQ^jc^](y, = dimQp(y) et que V est cristalline sur L 

si dimL(,(HomQp[Gil(^,^crjs)) = dimQ^(F). On note Repcris(G), Rep5t(G), Iiepcris,L{G), 
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Ilepg^j^{G), Repp^^j3(G) et ïieppgf{G) les sous-catégories pleines de RepQ^(G) constituées 
des objets qui sont respectivement cristallins sur Qp, semi-stables sur Qp, cristallins sur L, 
semi-stables sur L, potentiellement cristallins et potentiellement semi-stables. 

Soient K C Qp une extension galoisicnnc de Qp de groupe de Galois Gx/Qp et Kq l'exten- 
sion maximale non ramifiée contenue dans K ; le Frobcnius absolu a agit sur Kq. La catégorie 
des ((^, A'', Gx/Qp)-niodules filtrés est définie de la manière suivante : 

- les objets sont des iCo-espaces vectoriels D munis : 

(i) d'une action cr-semi-linéaire de G^/Qp (le sous-groupe d'inertie agit linéairement) 

(ii) d'un Probenius ip : D ^ D, injectif, cr-semi-linéaire et G j^/Q^-équi variant 

(iii) d'un endomorphisme Ko-linéaire G^/Qp-équivariant N : D ^ D tel que Nip = pipN 

(iv) d'une filtration indexée par Z, décroissante, exhaustive et séparée sur Dk = K (g)Xo D 
par des sous-ii'-espaces vectoriels {F'û^Dk , i G Z} stables par Gj^/q^, l'action de Gx/q^ 
étant étendue semi-linéairemcnt sur Dk 

- un morpliisme f : Di ^ D2 est une application iiTo-linéaire commutant à l'action de Gx/Qp, 
k (p et k N, et telle que, si l'on note fx l'application K-linéaire déduite de / par extension 
des scalaires, /i<:(FiFDi_/^) c FiPD2,ft: pour tout i eZ. 

On désigne par M.Fk/Qp{^,N) la sous-catégorie pleine des {tp, N,Gx/Qp)-T^odules filtrés 
formée des objets sur lesquels l'action de G^/Qp est discrète et qui sont de dimension finie en 
tant que iCo-espace vectoriel ; le Frobenius (p est alors bijectif et l'opérateur de monodromie A'' 
est nilpotent. C'est une catégorie Qp-linéaire mais non abélienne, qui est munie d'un produit 
tensoriel ([Fo 2], 4.3.4) ; un sous-objet est un sous-((^, N, G;^/Q^)-module muni de la filtration 
induite. On note MF^^/q (99) la sous-catégorie pleine formée des objets sur lesquels N = 0; 
si K = qp on écrit MFqJ((^, N) et MFqp((^). 

Soit D un objet de dimension d dans MFx/Qpi'P, N). On pose tniD) = tH{f\'^D) = 
Max{ i G Z/FiF(A'^I?ft') 7^ } et tiv(-D) = Vp{X), où X e Kq est tel que (px = Xx pour un x non 
nul de A'^D. On dit que D est faiblement admissible si t^iD) = t^iD) et t^iD') < tjv(D') 
pour tout sous-objet D' de D ([Fo 2], 4.4.1). Un objet de MF^/q {p,N) est faiblement 
admissible si et seulement si l'objet de MFx(v', -A^) obtenu en oubliant l'action de G^/Qp 
l'est ([Fo 2], prop. 4.4.9). On note M.F-^j^^^^{(p, N) la sous-catégorie pleine de MFx/Qp((/3, A^) 
formée des objets faiblement admissibles; définition similaire pour MF'j^^Q ((/?). 

Le type de Hodge-Tate d'un objet D de dimension 2 de M.Fx/Qpi'P, N) est le couple 
d'entiers (r, s) tel que FiV-Dk = Dk <^ i < r et FHWk = 0<^i> s. 

L'anneau Bst est un (ip, N, G)-module filtré que l'on peut construire à partir de Ecris de la 
manière suivante (pour l'influence de ce choix voir [Fo 2], 5.2). Soit TT = (tt^")) G {Qpf tel que 
7r(0) = p et (7r("+^))P = vr^"), et soit u = log([7r]/_p) G B^r ; alors on prend Bgt = -Bcrîs[u] C 
BdR sur lequel le Frobenius est étendu par ipu = pu et N est l'unique i^cris-dérivation telle 
que Nu = 1. Les foncteurs contravariants 

^*cris,K/Qp ■■ Rep^risMG) ^ Mf£)q^(^) et D^^^^/q^ : Rep,,,;,(G) - Mf£^/q^((^, N) 

donnés par D*^.^^^/Q^ (y) = HomQ^iG^j (F, Scris) et ^It^K/Qpi^) = ^^^QAGxji^^ ^st) établissent 
une anti-équivalence de catégories ([Fo 2] et [Co-Fo]). Les quasi-inverses sont donnés par 
^*st,K/Qpi^) = Hom(^,jv,G)-m/(^, Bst) et yiris,K/qpiB>) = Hom(^,G)-m/(^, Bcris), où l'indice 
"m/" signifie "modules filtrés", G opérant sur D via son quotient Gk/Qp- 
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Si K = Qp on écrit D*^^^ et D*^. On note D*^^^^ et D*^j les foncteurs obtenus comme 
limite inductive des D*^^^ et D*^ lorsque K parcourt l'ensemble des extensions finies 

galoisiennes de Qp contenues dans Qp ; ce sont des foncteurs de Reppcrjs(G) et Iieppgf{G) 
dans la limite inductive des MF^/q^i^, N). 

Enfin, on a un foncteur WD^^/q^ : 'MFj^/Q^{ip,N) Ilepj^^^{'W) obtenu en oubliant la 
filtration et en faisant agir le groupe de Weil i^o-linéairement ([Fo 3]) : si est un objet de 
MFj^/Q^lipjN) et si D^^^ est le (99, A^, G^^/Q^j-module obtenu en oubliant la filtration, alors 
WDk/Qp{D) s'identifie au i^o-espace vectoriel D^^^ muni de l'opérateur N avec po(w) = 
{w mod Wk) ■ ip~'"^'^^ pour tout w G W, on Wk est le groupe de Weil relatif à K. Si Di et 
D2 sont des objets de 'MFx/(Qj,{f,N) on a un isomorphisme 

is:o®QpHom(^^^^GK/Q^)-mo<i(^î°\ ^2°^) - HomRep^j,^)(WD;^/Q^(Di), WD;^/q^(D2)) 

de sorte que les classes d'isomorphisme de (</?, N, G'x/Qp)-iiiodules sont en bijection avec celles 
de Rep;^|j('M^). En composant avec D*^^^^, on obtient un foncteur W* : Rep^^ ;^(G) 
Repj^gCVF) ; si V est un objet de 'R.epg^ j^ifi) on dira que Wp(y) est la représentation de 
Weil-Deligne associée à V. 

Posons Q^ = si ^ 7^ p, Q'p = Kq, et choisissons des plongements de corps : Q^ ^ C 
pour tout i £ V. Un système (A^j^gp de représentations Q^-linéaires de 'W est compatible 
si les sont deux à deux compatibles lorsque l parcourt V. On a alors les mêmes notions 
et critères que pour les systèmes ( A^)^^^ en remplaçant à chaque fois "i 7^ p" par G V" . 

Soit E/Qp une courbe elliptique. La représentation Vp{E) est potentiellement semi-stable ; 
si L C Qp est une extension finie de Qp, alors E est semi-stable sur L si et seulement si 
Vp{E) l'est et ii^ a bonne réduction sur L si et seulement si Vp{E) est cristalline sur L. De 
plus, si K est la clôture galoisienne d'un corps sur lequel E devient semi-stable, on sait que 
D = T)l^^j^^^^{Vp{E)) est de type Hodge-Tate (0, 1), i.e. FiV(DK) = Dk pour i < 0, Fil^(L>i^) 

est une if -droite et FiV" (Dk) = pour i > 2. Enfin, on sait que la représentation de Weil- 
Deligne Wp('Vp(£')) associée à Vp{E) est F-semi-simple, définie sur Q, et que le système 
(W|(y^(£^)))££P est compatible (cf. [C-D-T] prop. B.4.2. pour les cas de potentielle bonne 
réduction ; sinon, la présence d'un opérateur de monodromie non nul rend ces assertions 
faciles à vérifier). 

1.3 Notations 

1.3.1 Quelques invariants de courbes elliptiques sur Qp 

Pour tout ce qui concerne les courbes elliptiques on peut se référer aux livres de J.H. 
Silverman [Si 1] et [Si 2]. 

Soit E une courbe elliptique sur Qp, i.e. une variété abclicnnc sur Qp de dimension relative 
1. Elle admet un modèle sous forme de cubique plane, dit modèle de Weierstrass, qui est donné 
par une équation de la forme 

E : = x^ + Ax + B avec A,B eQp et 4A^ + 27B^ ^ 

On dispose d'abord d'un invariant Je = j{E) = 1728 j^^^^ (avec 1728 = 12^), dit invariant 
modulaire de £^ ; il caractérise la classe d'isomorphisme de E sur Qp. Le discriminant de E est 
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Ae = -16(4^3 + 27^2) ^ 0, et l'on a Je = -l2^{4.AfA^^ ; le quotient mod (Q^)^^ est 
un invariant de la classe d'isomorptiisme de E sur Qp. Le modèle de Weierstrass est minimal 
si ^, S G et < Vp{Ae) < 12 ; on peut toujours se ramener à un tel modèle pour E. 

On note E{Qp) le groupe des points de £^ à valeurs dans Qp et £'[m] son sous-groupe de 
m-torsion, pour tout entier m > 1. 

Si Vp{jE) < alors E a potentiellement réduction multiplicative déployée : il existe un 
unique q = q{jE) G P^p\{0} vérifiant 

jE = - + 744 + 196844g + . . . 
Q 

tel que E est la tordue par un caractère d'ordre 1 ou 2 d'une courbe de Tate Eg ; cette torsion 
correspond à l'extension Qp{^/jË)/Qp où 7e = -2AB-^ mod {Q^f ([Si 2],V, lemme 5.2). 

Le groupe Eq{Qp) est isomorphe, en tant que groupe analytique rigide, à Qp /q^- Pour tout 
^ G 7^, on a une suite exacte courte de Q^fGj-modules (voir [Se 1], A. 1.2.) 

(*m) Q^(l) Vi{Eg) ^Q^^O 

où l'indice "m" signifie "multiplicatif" . 

Si Vp[jE) > 0, alors E a potentiellement bonne réduction : elle acquiert bonne réduction 
sur une extension finie de Qp. Le défaut de semi-stabilité de E est l'indice de ramification 
minimal d'un corps sur lequel elle acquiert bonne réduction; on le note dst(£^). On a 

12 

= pgcd(12,^p(AE)) 

Si l'on choisit une équation de Weierstrass minimale pour E, alors < Vp{Ae) < 12 et 
VpijE) > impliquent que Vp{Ae) n'est pas premier à 12 ; on voit donc que dst(£^) = e = 
1,2,3,4, ou 6 suivant que Vp^As) = 0, Vp{Ae) = 6, Vp^As) G {4,8}, Vp{Ae) G {3,9}, 
ou Vp{Ae) g {2,10} respectivement. Les entiers e qui interviennent sont ceux qui vérifient 
V?(e) G {1,2} oir <p est la fonction arithmétique d'Euler. 

Comme p > 5, l'entier e = dst(-E) est premier k p et E acquiert bonne réduction sur 
une extension totalement ramifiée L de Qp de degré e ; on note alors El /Fp la fibre spéciale 
du modèle de Néron de ^^Xq^L et ap{Ei) = ap{E) la trace du polynôme caractéristique du 
Frobenius arithmétique agissant sur V£{El), i ^ p- On sait que apiE^) est un entier rationnel 
indépendant de i tel que | ap{EL) \^ < 2y^ et qu'il caractérise la classe d'isogénie sur Fp de 
El ([Ta]) ; on a la relation 

ap{ÈL) = p + 1 - #Èl{¥p) 

De plus, la courbe El est ordinaire si p ne divise pas ap{EL) ; super singulière si p divise 
ap{EL), ce qui équivaut à ap{EL) = 0. 

Si Ok (resp. k) est l'anneau des entiers d'une extension K de Qp contenue dans Qp (resp. 
une extension de Fp contenue dans Fp), on a un foncteur £ ^ £{p) (resp. E ^ E{p)) de 
la catégorie des schémas elliptiques sur Ok (resp. des courbes elliptiques sur k) dans celle 
des groupes p-divisibles sur Ok (resp. sur k). Si E/K est une courbe elliptique ayant bonne 
réduction sur K, on note E{p) le groupe p-divisible sur Ok du modèle de Néron de E. 
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Si E acquiert bonne réduction ordinaire sur L, la partie connexe EL{pf de El{p) est de 
hauteur 1, et l'on a une suite exacte de groupes p-divisibles sur l'anneau des entiers de L 

EL{pf El{p) — > Èl{p) 
qui induit la suite exacte courte de Qp [G] -modules 

{*ord) VpiELipf) VpiE) VpiÈL) 

1.3.2 Notations galoisiennes 

On note Qp2 l'extension non ramifiée de degré 2 de Qp. On choisit 7ri2 G Qp vérifiant 
(7ri2)^^ + P = et Ci2 ^ Qp une racine primitive 12-ième de l'unité. Pour tout entier e G 
{1,2,3,4,6} on pose TTe = {TruY^/' et Ce = iCuV^^'- 

On considère pour tout e G {1, 2, 3, 4, 6} le corps Lg = Qp(vre) : c'est une extension totale- 
ment ramifiée de degré e de Qp ; l'entier e étant premier à p, cette extension est modérément 
ramifiée. On note Kg la clôture galoisienne de Lg dans Qp, G^^/qp = Gal(Ke/Qp) et Ig = Ir^- 
Comme (Z/eZ) ^ est d'ordre 1 ou 2, on a p = 1 mod eZ ou bien p=—l mod eZ. On se trouve 
alors dans l'une des situations suivantes : 

Kl = Qp et Gki/Qp = 1; K2 = Qp(7r2) et G^^a/Qp =< "^2 >, oii T2 est défini par r27r2 = -7r2 ; 
si e G {3, 4,6} et e\p-l, Kg = Qp(7re) et Gk^/q^ =< Tg >, oii Tg est défini par TgTTg = Qi^g ; 
si e G {3,4,6} ei e\p+l, Kg = Qp2(7re) = Qp(vre,Ce) et Gk^/q^ =< Tg > xi < u; >, où Tg est 
défini par TgTrg = Ce^Tg, Tg^g = Ce, et w est le relèvement du Probenius absolu qui fixe TTe et tel 

que ojQe = Ce ; on a ujTg = t^^ '^uj. 

Il y a 3 extensions quadratiques de Qp, une non ramifiée et deux totalement ramifiées. 
On les note Mi = Qp2, M2 = Qp(7r2) et M3. 

On pose Mp = {aGZ/|a|oo< 2y^}. L'ensemble Mp C Z n Z^ des éléments non nuls 
de Mp est de cardinal 2[2y^] (partie entière). 

On pose 7e = Ce + Cr^ = ~1)0) 1 pour e = 3, 4, 6 respectivement, i.e. X"^ — jgX + 1 est le 
e-ième polynôme cyclotomique. 

Quand e G {3, 4, 6} et e | p — 1, on note TVp^g l'ensemble des a G Z tels que (7g — 4)(a^ — Ap) 
est un carré dans Q ; c'est un sous-ensemble de J\fp . Si a G AÇ^g le polynôme — aX + p 
est scindé dans Zp[X] et il existe un unique Ua G Zp tel que a = Ua + u~^p; alors on a 
M^^^ = {±{uaCi + u-^PCë') ' i e Z/eZ}. L'ensemble A^^g = M^^q = {a e Z/ - Ap = 
-3 mod (Q'')^} est de cardinal 6 et l'ensemble AÇ^4 = { a G Z / - 4^< = -1 mod (Q"")^} 
est de cardinal 4. Par exemple : 

Ar^4 = {±2, ±4} C = {±1, ±2, ±3, ±4} ; M^^^^ = {±1, ±4, ±5} C Af^^ = {±1, . . . , ±5} ; 
Mil-, = {±2, ±5, ±7} et Mil^ = {±4, ±6} C Af,^ = {±1, . . . , ±7}. 

2 Classification des [G] -modules Vi{E) 

2.1 Les cas i p 

2.1.1 La liste WD* 

Soit (p £ W un relèvement du Probenius géométrique modulo /(Qp/Qp(7ri2)) : (p ^ë^^ 
trivialement sur Lg pour tout e G {1,2,3,4,6} et (/) mod /g agit par x 1— x^^^ sur Fp. Pour 
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e G {2, 3, 4, 6} on note 6e un relèvement dans / de Tg G I/Ie = I{Ke/Qp). 

Soient a G et G tels que X'^-aX + p= {X - Ua){X - u~^p). Si e G {3, 4, 6} divise 

p — 1 on pose pour e G {±1} 

te = te{a, e) = UaCe + uâ^PCë^ ^ 

On a (X - ti){X - t-i) = - 7eaX + ^976^ + - 4p = T{X) et / La condition 
a G AÇ^e signifie exactement que les racines de r(X) sont dans Z ; elles sont alors dans AÇ^e- 

Soit F un corps de caractéristique 0. La liste WD* suivante définit à isomorphisme près 
des objets de Repj-('W^) de dimension deux, qui sont dans RepQ^('VF) lorsque F = : 

WD;;,(e;b), eG{l,2}, 6G{-1,1}: 

Poih) = 1 ; P0(^2) = (-1)^-' ; Pmm(po(0)) = {X- h){X - hp) ; Vmin{N) = ; po(</')iV = 

p-^Npoi(t>). 

WD*(e;ap), e G {1,2}, ap € ATp : 

Poih) = 1 ; PO{02) = i-iy-' ; Pnunipom = X^ - ŒpX + p ; N = 0. 

WD*j.(e;ap;e), e G {3, 4, 6} et e | p - 1, Cp G TVp'^g, e G {-1, 1} : 
Po{Ie) = 1; Pmm(Po(6'e)) = - + 1 ; P„i„(po(0)) = X^ - a^X ; P„i„(po(0)po(é'e)) = 
X^-teX+p; poi(f>)poi0e) = Po(^e)po(0) ; = 0. 

WD;c(e; 0), e G {3, 4, 6} et e I p + 1 : 

poiQ = 1 ; Pmin{po{de)) = X'^—feX+1 ; Pmin{po{<f>)) = X^+p ; po(0)/9o(^e) = Po(^e)~Vo(0) ; 
iV = 0. 

Remarque 2.1 Les classes d'isomorphisme de ces objets ne dépendent pas du choix des 
corps Kg : si dans la description de l'un d'eux on remplace Ke par une autre extension 
galoisienne de Qp d'indice de ramification e, on obtient un objet isomorphe. 

Tous les objets A de la liste WD* sont définis sur Q . De plus, la représentation F-linéaire 
de 'W de dimension un A^A est donnée par : A^po(-f) = 1, f^^Poi^f) = P, A^AT = ; si F = 
l'objet obtenu en appliquant le foncteur quasi-inverse est Q^(l). 

Les objets du type WD^ sont des tordus d'objets semi-stables sur Qp mais n'ont pas poten- 
tiellement bonne réduction. Les objets du type WD* sont des tordus d'objets ayant bonne 
réduction sur Qp. Les objets du type WDp^. ont potentiellement bonne réduction mais ne 
sont pas des tordus d'objets ayant bonne réduction sur Qp. 



2.1.2 Description des twists quadratiques 

La liste WD* est stable par twists quadratiques. En tordant un objet A de WD* par l'un 
des caractères quadratiques on obtient les objets Ai , A2 et A3 correspondant respectivement 
aux extensions Mi, M2 et M3. En faisant varier A parmi les objets de la liste on obtient : 

A = WD^(1; b) ; Ai = WD^(1; -b) ; A2 = WD;;,(2; b) ; A3 = WD^(2; -b) 

A = WD*(1; ap) ; Ai = WD*(1; -ap) ; A2 = WD*(2; ap) ; A3 = WD*(2; -ap) 

A = WD;,(4; ap; e) ; Ai = WD;,(4; -ap; e) ; A2 = WD;,(4; ap; -e) ; A3 = WD;,(4; -ap; 

A = WD;,(3; ap; e) ; Al = WD;,(3; -ap; e) ; A2 = WD; J6; ap; -e) ; A3 = WD;,(6; -ap; 

A = WD;^(4: 0) = Al = A2 = A3 

A = WD;,(3: 0) = Al ; A2 = WD;,(6; 0) = A3 

Si un objet A de la liste WD* provient d'une courbe elliptique F/Qp alors les Aj, i G 
{1,2,3}, proviennent des courbes elhptiques -Ej/Qp obtenues en tordant E sur Mj. 
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2.1.3 Classification 



Proposition 2.2 Soit l tel que l p. Les représentations de la liste WD* sont deux à 
deux non isomorphes. Si E est une courbe elliptique sur Qp alors W|(V^(£^)) est isomorphe 
à l'un des objets de la liste WD*. 

Preuve. Soit E/Qp une courbe elliptique et soit (A^,po,-^) = W|(V^(£^)). 

Supposons Vp{jE) < 0. Si £' est une courbe de Tatc alors ~ WD^(1; 1), et en tordant 
par les trois caractères quadratiques (cf. 2.1.2), on obtient les WD^(e;b), voir [Ro], § 15. 

Supposons Vp{jE) > 0. Alors E acquiert bonne réduction sur Lg avec e = dst(£^) et l'on a 
iV = 0, po{Ie) = 1 et Pmin{poi4')){^) = X^ — UpX+p avcc Qp = ap{EL^) G Mp. La minimalité 
de e implique que po niod /g :< Tg >= I /le ^ AutQ^(A^) est injective. 

Si e G {1,2} alors Ae ~ WD*(e;ap). Supposons e G {3,4,6}, d'où (Z/eZ)^ = {±1}. 
Alors Pmin{po{0e)){X) = {X - Ce)(X - Ce"^) = X^ - -f^X + 1, puisque po(^e) cst d'ordre e et 
de déterminant 1. Comme 9e(f> = (f)9ï mod /g, on a /9o('^)po(^e) = Po(^e)po(</') si p = 1 mod eZ 
et po{(l))po{6e) = po{6e)~^Poi(p) si p = -1 mod eZ. 

Si e I p + 1, en se plaçant dans Q^(Ce) A^ on voit que Tr(/9o((/>)) = ap = Tr(/9o(</'^e)) = 
et El^ est supersingulière. Dans ce cas la donnée de Tr(po(^e)) et Tr{po((p)) suffit pour 
déterminer la classe de A^, qui correspond à WD*j.(e; 0). 

Si e I p — 1 la représentation est abélienne, donc sa classe est déterminée par la donnée de 

Tr(po(0)), Tr(/9o(é'e)) et Tr(po(0^e))- Prenons une Q^(Ce)-base de Qe{Ce)'^i'^e dans laquelle 
la matrice de po{6e) s'écrit Diag^QXë'^) ^^ec e G {±1} et celle de po{(p) s'écrit Diag(zi, 2:2)- 
Alors Tr(po('?!'é'e)) = ie = Qzi + C,ë^Z2 est racine de T{X) = X'^ - jeapX + pj^ + - 4p 
dont le discriminant est (a^ — 4p){'Je ~ 4) 7^ 0. Le fait que A^ est définie sur Q implique 
te G Q ce qui équivaut à Op G •^p,e ! particulier ap ^ et E^^ est ordinaire. Finalement 
A^~ WD;e(e;ap;e). ' □ 

Remarque 2.3 Soit E/Qp telle que Vp{jE) < 0, d'où W*{Ve{E)) ~ WD^(e;b) ; soit je e 
Qp/iQp^ l'invariant défini en 1.3.1. Alors on a : (e;6) = (1; 1) <^ Qp(V7s) = Qp ; {e;b) = 
(1; -1) ^ QpiV^) = Ml ; (e; b) = (2; 1) ^ Qp{^) = M2 ; (e; b) = (2; -1) ^ Qpi^) = 
M3. 

Remarque 2.4 Soit E/Qp telle que Vp{jE) > et dst(£?) = e > 3. On voit que si e | p — 1, 
alors E est potentiellement ordinaire, et si e | p+1, alors E est potentiellement supersingulière. 

Remarque 2.5 Dans la même situation que ci-dessus, on détermine l'invariant e G {±1} qui 
intervient lorsque e divise p — 1 en étudiant le Fp[I]-module E[p\ : si l'on prend une équation 
de Weierstrass minimale pour E alors on a e = 1 si Vp{/S.E) < 6 (i.e. ^^(A^) G {2,3,4}) et 
e = -1 si Vp{Ae) > 6 (i.e. Vp{Ae) G {8,9, 10}) ([Kr], 2.3.1, prop.l). 

Remarque 2.6 Finalement, on constate que si l'on se donne une courbe elliptique E/Qp sous 
forme d'équation de Weierstrass, une liste d'invariants de la courbe (explicitement calculables) 
suffit pour retrouver la classe d'isomorphisme de V^^E), i ^ p. En particulier, lorsque E/Qp 
est fixée et que i parcourt V\{p}, les classes des Vi{E) sont indépendantes de i : ceci exprime 
la compatibilité au sens de Weil-Deligne du système de représentations {V£{E))£^p. 

2.2 Le cas £ = p 
2.2.1 La liste D* 

On définit la liste D* d'objets de M.Fx^/Qp{y:>, N) et de type Hodge-Tate (0, 1) suivants : 
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D^(e;b;a), e G {1,2}, b G {-1,1}, a e Qp : 
Pour e = 1 : D = QpCi © Qpe2 avec (pei = bei, ipe2 = pbe2 ; Nei = 0, Ne2 = e\ ; ¥i\^D = 
{aei + e2)Qp. 

Pour e = 2 : Gk^/Qj, =< T2 >, D = QpCi © Qpe2 avec (fsi = bei, (pe2 = pbe2 ; Nei = 0, 
Ne2 = ei ; T2ei = -ei, T2e2 = -62 ; FH^Dk^ = (a • ei (g) 1 + e2 (8) l)Qp(7r2). 

D*(e;ap;a), e G {1,2}, Op G AA/, a G {0,1} : 
Soit u E Zip tel que it + = ap. 

Pour e = 1 : = Q^ei © Qpe2 avec (pei = nei, ^^2 = u~^pe2 ; Nei = Ne2 = ; Fil^D = 
{aei + e2)Qp. 

Pour e = 2 : Gj^^/q^ =< T2 >, D = QpCi ffi Qpe2 avec v^ei = uei, (pe2 = u~^pe2 ; iVei = 
Ne2 = ; T2ei = -ei, r2e2 = -62 ; Fil^Di^^ = (a • ei (g) 1 + 62 CS» l)Qp(7r2). 
D*(e;0), eG {1,2} : 

Pour e = 1 : D = QpCi © Qpe2 avec ipei = 62, ^'62 = —pei ; iVei = Are2 = ; Fil^D = eiQp. 
Pour e = 2 : Gk^/q^ =< T2>,D = Qpei©Qpe2 avec (pei = 62, (^62 = -pei ; iVei = iVe2 = ; 
rseï = -ei, T2e2 = -62 ; Fil^Di^-^ = (ei (g) l)Qp(7r2). 

D*c(e;ap;e;a), e G {3, 4, 6} et e | p - 1, ap e Af^^^, e G {-1,1}, a G {0,1} : 
Soit u G tel que u + = ap. 

^Ke/Qp =< Te >, D = QpCi © Qpe2 avec fei = uei, Lpe2 = u^^pe2] Nei = Ne2 = 0; 

Teei = Ce^ei, Tee2 = Ce"^e2 ; Fi\^DK^ = (a • ei (g) TTg"^ + 62 (g 7re^)Qp(7re). 

D;^(e;0;a), eG {3,4,6} et e | p + 1, a G P^Qp) : 
Gxe/Qp =< Te > x < uj >, D = Qp2ei © Qp2e2 avec (pei = 62, (pe2 = -pei ; Nei = Ne2 = ; 
ujei = ei, uje2 = e2 ; TeCi = CeCi, ree2 = Ce~^e2 ; Fil^ Di^^ = (a • ei (g iTe'^ + 62 (g 7re)Qp2(7re). 

La classe d'isomorpliisme de ces objets est indépendante du choix fait pour l'extension 
galoisienne Kg (elle ne dépend que de l'indice de ramification e). 

Tous les objets D de la liste D* sont faiblement admissibles. Pour chacun d'entre eux 
la représentation de Weil-Deligne associée est définie sur Q . De plus, A^D est un objet de 
MFqp(v9) de dimension un décrit par : = p et Fil^(A2i:>) = A^D, Fil^(A^D) = 0; l'objet 
obtenu en appliquant le fonctcur quasi-inverse est Qp(l). 

Les objets du type sont des tordus d'objets semi-stables sur Qp mais ne sont pas po- 
tentiellement cristallins. Les objets du type D* sont des tordus d'objets cristallins sur Qp. 
Les objets du type Dp^. sont potentiellement cristallins mais ne sont pas des tordus d'objets 
cristallins sur Qp. 

2.2.2 Description des twists quadratiques 

La liste D* est stable par twists quadratiques. En tordant un objet D de D* par l'un 
des caractères quadratiques on obtient les objets Di , D2 et Ds correspondant respectivement 
aux extensions Mi, M2 et M3. En faisant varier D parmi les objets de la liste on obtient : 

D = nU^M a);Di= D^(l; -b; a) ; D2 = D^(2; b; a) ; D3 = D^(2; -b; a) 
D = D*(l; ap; a) ; Di = D*(l; -ap; a) ; D2 = D*(2; ap; a) ; Ds = D*(2; -ap; a) 
D = -Dl{l;0);Di = D;D2 = D3 = -Dl{2;0) 

D = D;^(4; ap; e; a) ; Di = D;^(4; -ap; e; a) ; D2 = D;^(4; ap; -e; a) ; D3 = D; J4; -ap; -e; 
D = D;^(3; ap; e; a) ; Di = D;^(3; -ap; e; a) ; D2 = D;^(6; ap; -e; a) ; D3 = D;^(6; -ap; -e; 
D = D;J4; 0; a) ; Di = D;,(4; 0; -a) ; D2 = D;,(4; G; p^a-^) ; D3 = D;,(4; 0; -p^a"!) 
D = D;,(3; 0; a) ; Di = D;^(3; 0; -a) ; D2 = D;,(6; G; p^a"!) ; D3 = D;^(6; G; -p^a"!) 
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Si un objet D de D* provient d'une courbe elliptique E/Qp alors les Di, i e {1,2,3}, 
proviennent des courbes elliptiques Ei/Qp obtenues en tordant E sur Mj. 

2.2.3 L'image de Galois dans AutQp(F) 

Les objets D*(e;0) et Dpp(e;0;a) sont irréductibles. Tous les autres objets D de la 
liste D* sont réductibles et il est possible de décrire l'action de G sur le semi-simplifié de 
V ~ V*3j(D) (à comparer avec le lemme 7.1.3 de [C-D-T]). Soit x le caractère cyclotomique 
G ^ Zp. Pour tout n G on note rju ■ G ^ G/I ^ Zp le caractère non ramifié qui envoie 
le Frobenius arithmétique sur u. Lorsque e>2ete|p— Ion note '■ G ^ Gx^/Qp 

p-i 

Ce >C le caractère ramifié défini par ^eiç) = ^TTe/TTe, g E G ; on a = [x modpZp] e , 
oii [— ] est le représentant de Teichmûllcr. 

B^^ie; b; a) ~ D*^i(F), e G {1, 2}, b G {-1, 1}, a G Qp : il existe une Qj,-base de V telle 
que G agit via 



* 

b-l 



v-l et' 



avec * 7^ 



D*(e;ap;Q;) ~ D*^j(y), e G {1, 2}, Op G Afp, a G {0, 1} : soit u e tel que u + u = 
ttp ; il existe une Qp-base de V telle que G agit via 

*e-i 1 avec * = ^ a = 

D;^(e; ap; e; a) ~ D;3j(y), e G {3, 4, 6} et e | - 1, Up G AÇ^^, e G {-1, 1}, a G {0, 1} : 
soit n G tel que u + u~^p = ap-, il existe une Qj,-base de V telle que G agit via 

f * A ^^gç * = ^ a = 

2.2.4 Classification 

Proposition 2.7 Xes objets de la liste D* sont deux à deux non isomorphes. Si E est une 
courbe elliptique sur Qp alors Dpgf{Vp{E)) est isomorphe à l'un des objets de la liste D*. 

Remarque 2.8 Dans [Fo-Ma], J.-M. Fontaine et B. Mazur classifient les représentations 
potentiellement semi-stables et faiblement admissibles de G sur un Qp-espace vectoriel de 
dimension 2. Les objets de dimension 1 sont décrits au § 8, tandis que les objets de dimension 
2 qui ne sont pas somme directe d'objets de dimension 1 sont décrits dans la liste du début 
du § 11. Comme 12 divise — 1 pour p > 5, les K,., e G {2,3,4,6}, sont des sous-corps du 
corps noté F2 dans [Fo-Ma]. Les correspondances dans les notations sont : 

D^(l; b; a) = Dii{0, 1; 6, a ; 0), b G {-1, 1}, a G Qp 
D*(e; ap; 0) = C/i U2, e G {1, 2}, ap G : cf. 2.2.3 
D*(l;ap;l) = L>7(0,l;ap,p;0), Up e 
D*(2;ap;l) = D7(0,l;ap,p;2=i), ap e Af^ 
D*(1;0) =Z)j(0,l;0,p;0) 
D*(2;0) =1)7(0, l;0,p; 2^1) 

D;^(e; ap; e; 0) = Ui® U2, e G {3, 4, 6}, e | p - 1, Op G Af^^^, e G {±1} : cf. 2.2.3 
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D;^(e; ap; e; 1) = Diii{Q, 1; u, u-^p; e^,-e 2^), e G {3, 4, 6} et e | - 1, n G tel que 
u + u~^p = ape A/'p^g, e G {±1} 

D;je;0;a) = L>,y(0, l;p; ^-l,p- ^■,p-^a), e G {3, 4, 6} et e | p + 1, a G pi(Qp). 

Preuve. Pour E/Qp fixée le système W|(T4(-E'))^6P étant compatible, la classe d'isomorphisme 
du {(f , N , G)-module 'D*g^{Vp{E))^^^ obtenu en oubliant la filtration est déterminée par celle 
de W^{V£{E)) pour un i ^ p. Il s'agit donc essentiellement de déterminer quelles sont les 
filtrations possibles sur ces {cp, N, G)-modules, sachant que l'on veut obtenir des objets faible- 
ment admissibles de type Hodge-Tate (0, 1). On laisse au lecteur le soin de se convaincre que 
les {(f, N, G)-modules dcdiiits de la liste D* correspondent exactement aux objets de la liste 
WD* (via le foncteur WD^e/Qp décrit en 1.2) et que les filtrations sont bien celles que l'on 
veut. 

Signalons que l'on peut aussi faire des calculs directs, au cas par cas : ce sont les mêmes 
que ceux effectués dans [Fo-Ma], § A, mais avec des conditions. L'avantage de cette approche 
est qu'elle permet de retrouver le résultat de compatibilité (i.e. W*{Vp{E)) et W|(V^(£^)), 
l ^ p, sont compatibles). □ 

Remarque 2.9 Soit Eg/Qp une courbe de Tate. En utilisant la suite exacte (*m) (cf- 1.3.1) et 
en faisant des calculs explicites dans Bgt et BdR, on trouve que T)l^{Vp{Eq)) = DJ^(1; l;a{q)) 
avec 

= - où q = , Vpiq) > 1 

(log est le logarithme p-adique) . On retrouve ainsi l'invariant noté C dans [Ma] , § 3 (voir aussi 
[LS], § 9 et [M-T-T]) ; la différence dans le signe provient du choix fait pour Bgt, cf. 1.2). 

Remarque 2.10 Soient Eq et Eqi deux courbes de Tate sur Qp. Avec les notations de la 
remarque précédente, les Qp[G]-modules Vp{Eq) et Vp{Eqi) sont isomorphes si et seulement si 
a{q) = a{q'), i.e. log(uç^^'''^) = log(ti^?^''^), ce qui équivaut à qMQ'Kp--^) = (q'ypiiKp-^) , On 
retrouve ainsi le fait que Vp{Eq) et Vp{Eqi) sont isomorphes si et seulement si les courbes Eq 
et Egr sont Qp-isogènes (cf. [LS], § 9 et [Se 1], A. 1.4). 

Remarque 2.11 Soit E/Qp potentiellement ordinaire, i.e. telle que Y)pgf.{Vp{E)) ~ D*(e; ap; a) 
ou Dpp(e; ap; e; a). La suite exacte {*ord) (cf- 1.3.1) est scindée si a = et non scindée si 

a = 1. Avec les notations utilisées en 2.2.3, cela correspond au fait que le Qp-espace vecto- 
riel Ext^{Qp{riuCe),Qp{riû^S,ê''x)) — -f^^lC, Qp(??Û^Ç^^^x)) est de dimension un. De plus, on 
a a = si et seulement si Je = avec j(3) = j(6) = et j(4) = 1728, i.e. E^^ est le 
relèvement canonique de El^ (cf. 4.5). 

Remarque 2.12 Soit E/Qp potentiellement supersingulière avec dst(E') = e > 3, i.e. telle 

que 'DpgflVplE)) ~ Dpp(e;0;a). L'invariant a est lié au logarithme du groupe formel (de 
hauteur 2) de Ek^- D'après les résultats de A. Kraus ([Kr], 2.3.2, prop.2 et lemme 2), les cas 
Vp{a) 7^ 1 et Vp{a) = 1 correspondent respectivement à Vp{Tp) > et Vp{Tp) < où Tp 
est le p-ième terme de la série formelle donnant la multiplication par p dans ce groupe formel ; 
si l'on choisit une équation minimale pour E, le cas Vp{a) > 2 correspond à Vp{Ae) > 6 (i.e. 
Vp{Ae) g {8,9,10}) et le cas Vp{a) < correspond à Vp{Ae) < 6 (i.e. Vp{Ae) G {2,3,4}). 
De plus, on a a G {0, oo} si et seulement si Je = j{e) avec j(3) = j(6) = et j(4) = 1728 
(cf. 4.4, prop. 4.8). 

Remarque 2.13 Étant donné un objet A de la liste WD*, pour obtenir un objet de la liste 
D* dont la représentation de Weil-Deligne associée est isomorphe sur C à A, on a : 
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- une infinité de possibilités paramétrées par Qp dans les cas WD^(e;b) 

- deux possibilités dans les cas WD*(e; ap), Up ^ et WDpp(e; ap; e) 

- une seule possibilité dans les cas WD*(e;0) 

- une infinité de possibilités paramétrées par P^(Qp) dans les cas WDpj.(e; 0). 

3 Les Q^[G]-modules provenant d'une courbe elliptique sur Q^, 

3.1 Résultat et conséquence 

Soit t i^v- Nous allons maintenant donner des conditions nécessaires et suffisantes pour 
qu'une représentation ^-adiquc de G de dimension 2 provienne d'une courbe elliptique sur 
Qp, i.e. pour qu'il existe -E/Qp telle que ~ Ve{E) en tant que Q£[G]-modules. 

Pour E/Qp elliptique, on sait que W}{VeiE)) est définie sur Q et que A^Vi{E) = Qi{l), 
i.e. le déterminant sur V({E) est le caractère cyclotomique ^-adique. De plus, si E acquiert 
bonne réduction sur une extension finie totalement ramifiée L, on sait que aplEi) G Z avec 
I ap{Ei) |oo< 2y^, i.e. les racines du Pcar(Fi'ob.arithm.£'i) sont des p-nombres de Weil. Cela 
nous donne trois conditions nécessaires pour qu'une représentation £-adique de G provienne 
d'une courbe elliptique sur Qp. Écrivons-les en termes de conditions sur les représentations de 
Weil-Delignc associées (i.e. les objets obtenus en appliquant le foncteur W|). Soit {A,pQ,N) 
un objet de RepQ^('VF) et soit (j) un relèvement du Probenius géométrique dans W. On 
considère les conditions suivantes : 

(1°) A^A est donnée par A^poil) = 1, /\'^Po{<t>) = P et A^N = 
(2°) A est définie sur Q 

(3°) Si iV = on a Tr(po(0)) € Z et | Tr(po(0)) |oo< 2^. 

Maintenant le résultat est que ces conditions nécessaires sont également suffisantes : d'une 
part les représentations de Weil-Deligne vérifiant les conditions (1°), (2°) et (3°) sont exacte- 
ment celles de la liste WD*, et d'autre part chaque objet de cette liste provient effectivement 
d'une courbe elliptique sur Qp. 

Théorème 3.1 Soient £ p et Vg une représentation i-adique de G de dimension 2. Les 

assertions suivantes sont équivalentes : 

(1) il existe une courbe elliptique E sur Qp telle que V^(-E) soit isomorphe à V^, 

(2) W|(V|.) vérifie les conditions (1°), (2°) et (3°), 

(3) W|(V^) est isomorphe à un objet de la liste WD*. 

Preuve. Soient (p un relèvement dans W du Frobenius géométrique et (A, po;-^) un objet de 
^epQ^i'W) vérifiant les conditions (1°), (2°) et (3°). 

SiN les relations = et Npo{^) = ppo{(l))N montrent que po{(t>) est diagonalisable 
avec deux valeurs propres distinctes {b,pb). La condition (1°) donne b G {±1} ; en particulier, 
A est un objet de RepQ^('VK). Le sous-groupe d'inertie / agissant à travers un quotient fini, 
donc par des racines de l'unité, la relation Np(){g) = po{g)N pour g ^ I implique po{g) = ±1. 
Donc A c± WD^(e; b). Ces objets proviennent bien d'une courbe elliptique sur Qp : il suffit 
de prendre n'importe quelle courbe de Tate sur Qp et si nécessaire de la tordre. 

Si = les conditions (1°) et (3°) impliquent que A est un objet de RepQ^('W^). Soit 
F le sous-corps de Qp fixe par le noyau de la restriction de po à / : c'est une extension 
finie galoisienne de Qp'' telle que po|7 induit une injection po : I{F/Qp'^) ^ AutQ^(A). 
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Soit r G /(F/Qp'); la condition (1°) impose dét(po(''")) = 1 et la condition (2°) impose 
Tr(po('7')) G Q . Comme dimQ^(A) = 2 et que Po{t) est d'ordre fini, le polynôme minimal de 
Pq{t) est le e-ième polynôme cyclotomique avec e tel que (p{e) G {1,2}, où (p est la fonction 
arithmétique d'Euler, c'est-à-dire e G {1, 2, 3, 4, 6}. Donc F/Qp^ est modérée, cyclique d'ordre 
e, et F = Q^'-(7re) = Q^Ke, /(F/Q^) = /(i^e/Qp)- 

Si e G {1,2}, la condition (3°) implique que A est isomorphe à l'un des WD*(e;ap). 
Ces objets proviennent tous de courbes elliptiques sur Qp, puisque, par [Ho-Ta], pour tout 
ttp G Àfp il existe E/¥p telle que ap{E) = Up (laquelle se relève en un schéma elliptique sur 
Zp, que l'on tord sur M2 si e = 2). 

Si e G {3,4,6} et e \ p + 1, alors la trace de po{4>) doit être nulle et A est isomorphe 
à WDpj.(e;0), voir 2.1.3. Si e G {3,4,6} et e | p — 1, alors la condition (2°) implique que 
la trace de po{4>) est dans A/^^g A est isomorphe à l'un des WDp(.(e; ap; e), voir 2.1.3. 
Maintenant tous ces cas sont couverts par les exemples donnés en 3.2.2 et 3.2.1 : une fois que 
l'on dispose du lemme 3.2 qui suit, il s'agit d'un exercice facile sur les courbes elliptiques qui 
est laissé au lecteur. □ 

Pour u G Fp et e G {4,6} on considère les courbes Ég^u/Fp données par les équations 
= fe,u{x) avec U,u{x) =x^ + ux et h,u{x) = -|- u. On a j(Ee,u) = j(e) avec j(4) = 1728 
et j(6) = 0, donc E^^u est ordinaire si et seulement si e | p — 1. Toute courbe sur ¥p d'invariant 
modulaire j(e) est Fp-isomorphe à l'une des Eg^^ ; de plus, E^^u et Eg^^' sont Fp-isomorphes 
si et seulement si = tt' mod (F^ )^ ([Si 1],X, prop.5.4). On en déduit deux applications 

\ umod{¥^y ^ ap{Ee,u) 

de l'ensemble des classes de Fp-isomorphisme de courbes elliptiques dïnvariant modulaire 
j(e) dans l'ensemble des classes de Fp-isogénie de courbes elliptiques sur ¥p. 

Lemme 3.2 Si e \ p — 1 l'association u 1— > ap{E(.^u) induit une bijection ¥p /{¥pY -^p^e- 
En particulier, la classe de ¥p-isogénie d'une courbe elliptique d'invariant modulaire 1728 ou 
est aussi sa classe de ¥ p-isomorphisme. 

Preuve. Si e | p — 1, les E^^u sont ordinaires, d'oii ap{Eg^u) £ -^p , et ¥p/{¥pY ~ Me(Fp) 
est d'ordre e. Le fait que la représentation de Weil-Deligne associée à une tordue convenable 
d'un relèvement d'invariant modulaire ou 1728 de Eg^^ sur Qp est définie sur Q implique 
o-piEg^u) € Mp^g. Puis on a ap{Eg^y) = 1 — #(-E'e,u(Fp)) modpZ = CgU~^ = coefficient de 

p—1 

xP~^ dans fg,u{x)^~ ([Si 1],V, preuve du thm.4.1(a)). Le coefficient binômial Cg est non nul 

p— 1 

et parcourt Pg{¥p) lorsque u parcourt Fp . Comme Card(AÇ^e) = en déduit le 

résultat. □ 

Corollaire 3.3 Soit £ E V tel que i ^ p. Le nombre de classes d'isomorphisme d'objets 
de RepQ^(G) provenant d'une courbe elliptique sur Qp est fini et indépendant de £; il vaut 
4[2y^] -|- X{p) où X{p) = 38, 16, 31 ou 9 suivant que p = 1,5,7 ou 11 mod 12. 

Plus précisément, il y a : 4 classes dans RepQ^(G) provenant de courbes elliptiques sur 
Qp n'ayant pas potentiellement bonne réduction; Card(AÇ^) = 2[2y^] classes provenant de 
courbes ayant bonne réduction ordinaire sur Qp et autant provenant d'un twist quadratique 
ramifié de telles ; 1 classe provenant de courbes ayant bonne réduction super singulière sur Qp 
et 1 provenant d'un twist quadratique ramifié de telles. Si3|^?— Iilya2 Card(AÇ^3) = 12 
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classes provenant de E/Qp potentiellement ordinaires avec dst(£^) = 3 et 2 Card(A/'p^g) = 12 
classes provenant de telles courbes avec dst(£^) = 6;si3|p+lilyal classe provenant 
de E/Qp potentiellement super singulières avec dst(£') = 3 et 1 classe provenant de telles 
courbes avec dst(E') = 6. Si 4 | p — 1 il y a 2Card{J\fp^) = 8 classes provenant de E/Qp 
potentiellement ordinaires avec dst(£') = 4;si4|p+lilyal classe provenant de E/Qp 
potentiellement supersingulières avec dst(£^) = 4. 

Remarque 3.4 Soit E/Qp une courbe elliptique et soit un réseau G-stable de V£{E) ; a 
homothétie près, on peut supposer que C Ti{E). Alors il existe une courbe elliptique E' 

et une £-isogénie ijj : E' ^ E, définies sur Qp, telles que ^ii{Ti{E')) = T^. Donc, si est un 
Z£[G]-module, pour qu'il existe une courbe elliptique E' /Qp telle que ~ Tg^E'), il faut et 
il suffit qu'il existe une courbe elliptique E/Qp telle que Qe^ZiTi ~ Vi{E). 

3.2 Exemples 

3.2.1 Courbes elliptiques potentiellement ordinaires 

Si 4 I p — 1 : pour chaque a^j G AÇ^4, 1 < i < 4, on choisit un uj G tel que ap{Ej) = 

ttpj avec Ej : = x^+ujx ; les uj sont un système de représentants de ¥p / (F^ )^ (lemme 3.2). 
Ces courbes sont ordinaires d'invariant modulaire 1728. Par exemple, sip = 5, on peut prendre 
ui = 1, U2 = 2, U3 = —2, U4 = — 1, ce qui donne asj = 2, 05^2 = 4, 05^3 = —4, 05^4 = —2. 
Alors { [uj]{—py, 1 < j < 4, < i < 3} est un système de représentants de Qp /(Qp oii 
[uj] G Zp est le représentant de Teichmiiller de uj. 

On pose Eij : = + [uj\{—pyx pour 1 < _7 < 4 et < i < 3. Ce sont des courbes sur 
Qp d'invariant modulaire 1728 représentant les éléments de Twist((£'o,i, 0), Qp) ~ Qp / (Qp )^. 
On a alors pour chaque j : 

W}{V,{Eoj)) WD*(l;ap,j) W}{V,{E,,,)) WD; J4; apj; 1) 

W}mE2,j)) ^ WD*(2;ap,j) W}{V,{E2j)) ^ WD;,(4; apj; -1) 

Si 3 I p — 1 : pour chaque Upj G -^p^s) 1 < i < 6, on choisit un Vj G Fp tel que ap(£j) = apj 

avec £j : = x^ + vj ; les vj sont un système de représentants de Fp / (Fp )^ (lemme 3.2). 
Ces courbes sont ordinaires d'invariant modulaire 0. Par exemple, si p = 7, on peut prendre 

vi = 1, V2 = 2, V3 = 3, = —3, = —2, vq = —1, ce qui donne ayj = —4, 07^2 = ~1) 
07^3 = —5, 07^4 = 5, 07^5 = 1, 07^6 = 4. Alors { [vj]{—py, 1<J<6, 0<z<5} est un système 
de représentants de Qp /(Qp )^. 

On pose £ij : y"^ = + [vj] (— p)' pour 1 < j < 6 et < i < 5. Ce sont des courbes sur Qp 
d'invariant modulaire représentant les éléments de Twist((fo,i, 0), Qp) ~ Qp/(Qp)^. On a 
alors pour chaque j : 

WK^K-fo,,)) ^ WD*(l;apj) W^V^K-?!,,)) ^ WD;,(6; ap, j; 1) 

V^}{V,{£2,,)) ^ WD;,(3;apj;l) W}{V,{£^^,)) ^ WD*(2;apj) 

^}m£A,j)) ^ WD;,(3;ap,j;-l) V^}{V,{£^,j)) ^ WD;,(6; ap, j; -1) 

3.2.2 Courbes elliptiques potentiellement supersingulières 

Si 4 I p + 1 : on pose Ei : y^ = x^ + {—pYx pour < i < 3. Ce sont des courbes sur Qp 
d'invariant modulaire 1728 représentant les éléments de Twist ( (£^0 j 0), Qp) — Qp/(Qp)^5 la 
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courbe réduite de Eq étant d'équation = + x. On a alors : 

W}{Ve{Eo)) ~ WD*(1;0) W}{Ve{Ei)) ~ WD;,(4;0) 

W}{Ve{E2)) ~ WD*(2;0) W}{Ve{E3)) ~ WD;,(4;0) 

Si 3 I p + 1 : on pose Si : y'^ = a;^+(— p)* pour < i < 5. Ce sont des courbes sur Qp d'invariant 
modulaire représentant les éléments de Twist((£^0) 0); Qp) — Qp/(Qp)^) la courbe réduite 
de £q étant d'équation y"^ = + 1. On a alors : 

W|(F,(é:o)) ~ WD*(1;0) W|(y,(fi)) ~ WD;,(6;0) 

-Wl{yt{£2)) WD;,(3;0) W}{Vi{£s)) ~ WD2(2;0) 

W}{ViiS4)) 0^ WD;,(3;0) W|(F,(f5)) - WD;,(6;0) 

4 Construction de courbes potentiellement supersingulières 

Pour déterminer tous les Qp[G]-modules provenant d'une courbe elliptique sur Qp nous al- 
lons suivre la même stratégie que pour les cas i ^ p- Mais cette fois les opérations élémentaires 
sur les courbes elliptiques ne suffisent plus : il faut construire toutes les courbes sur Qp po- 
tentiellement supersingulières de défaut de semi-stabilité supérieur ou égal à 3. 

Soit Ole = Zp[7i"e] l'anneau des entiers de Le = QpiiTe)- Dans un premier temps, pour 
e < p — 1, on construit à partir d'une courbe elliptique E/¥p supersingulière fixée tous les 
schémas elliptiques S/Ol^ relevant E, à O^^-isomorpliisme près (la restriction sur l'indice de 
ramification provient de la théorie des modules de Dieudonné filtrés). Puis, pour e G {3, 4, 6} 
et e < p — 1, on détermine parmi ces schémas ceux qui sont susceptibles d'être définis sur 
Qp avec un défaut de semi-stabilité e, c'est-à-dire ceux pour lesquels il existe une courbe 
elliptique E/Qp telle que Exq^L^ ~ XOl et dst(-E') = e. On obtient finalement toutes 
les courbes elliptiques sur Qp potentiellement supersingulières, à Qp-isomorphisme près. 

4.1 Préliminaires 

4.1.1 Le foncteur de Serre- Tate 

Soit S£oi^^ la catégorie des schémas elliptiques sur Ol^- On note Co^^ la catégorie dont 
les objets sont les triplets {B, F, u) où B/¥p est une courbe elliptique, F un groupe p-divisible 
sur Ol^ et 1/ : J5(p) ^ F = Fxo^^Fp un isomorphisme de groupes p-divisibles sur Fp ; les 
morphismes (B, F, u) {B', F', u') sont les couples (7, ip) où ^ : B B' est un morphisme 
de courbes elliptiques sur ¥p et tp : T ^ T' est un morphisme de groupes p-divisibles sur Ol^ 
tels que v' o ^{p) = tp o v. Le théorème de Serre- Tate implique que le foncteur ST de SEqi^^ 
dans Coi^^ défini par ST(^) = {A,A{p)^Vcan)-, oii .4 = .4xo^^Fp, établit une équivalence 
de catégories (voir [Ka] plus le fait que tout schéma algébroïde de dimension relative 1 est 
algébrisable) . 

Pour E/¥p fixée, on note SSol^ i-^) 1^ sous-catégorie pleine de SSol^ formée des objets A 
tels qu'il existe un Fp-isomorphisme A — E (i.e. A est un schéma elliptique sur Ol^ relevant 
E) et Col^ (e) la sous-catégorie pleine de Cq^^ formée des triplets du type {E, F, v). On voit 
que SSol^ (E) est la sous-catégorie pleine de SSo^^ formée des objets A tels qu'il existe un 
objet X de Coj^^{E) avec ST(.4) ~ X dans Co^^ ; on a, avec des notations évidentes, 

Hom^^ ^ Hom ^è)^X,X') 
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Donc le foncteur ST induit une bijection entre les classes d'isomorphisme de S£oi^^{E) et 
celles de Co^^{E). Ainsi, étudier les schémas elliptiques sur Ol^ relevant E revient à étudier 
les relèvements du groupe p-divisible E{jp) sur ¥p en un groupe p-divisible sur Ol^- 

4.1.2 Modules de Dieudonné 

Soient C Fp un corps fini et a le Frobenius absolu agissant sur k (par x i— > x'^) et sur 
W{k), l'anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans k. Soit F un groupe p-divisible sur 
k. On note M = Mfc(r) = HomDj,(r, CVF(A;)) son module de Dieudonné sur k (voir [Fo 4]) : 
c'est un l^(fc)-module libre de rang fini muni d'un opérateur de Frobenius cr-semi-linéaire if 
vérifiant pM C tpM. Le foncteur induit une anti-équivalence entre la catégorie des groupes 
p-divisibles sur k et celle des Ty(fc)-modules libres de rang fini munis d'un opérateur ip comme 
ci-dessus ([Fo 4],III, prop.6.1 et rmq.3 qui suit). On note MD/j cette dernière catégorie; si 
A; = Fp on écrit M.^^ = M. 

Si E/¥p est supersingulière alors M = M.{E{p)) est un Zp-module libre de rang 2 muni 
d'un Frobenius Zp-linéaire (p = M(Frobj^(jo)) vérifiant (/?^ + p = 0. Si x G M est tel que 
X (pM alors (px pM et (x, (px) est une base de M ; un tel x est donc un générateur du Zp [(/?]- 
module M. En particulier, on en déduit que deux courbes elliptiques sur Fp super singulières 
ont des groupes j3-divisibles isomorphes, et l'isomorphisme canonique Zp(8)z îlonif^{E, E') ~ 
ïlom]f^{E{p),E'{p)) (cf. [Wa-Mi],II) montre qu'elles sont liées par une Fp-isogénie de degré 
premier à p. 

Il y a, à Fp-isomorphisme près, deux courbes elliptiques sur Fp supersingulières ayant un 
invariant modulaire donné, l'une est une tordue sur Fp2 de l'autre; de plus, Aut^^{E) est 
toujours d'ordre 2 lorsque E est supersingulière ([Si 1], prop.5.4 et cor.5.4.1). 

Soit E/¥p supersingulière d'invariant modulaire j(e) avec e G {3, 4, 6} et j(3) = j(6) = 0, 
j(4) = 1728 ; donc e | p -|- 1 et [Ce] € Antp^jl-^)- Soit / le Frobenius arithmétique agissant sur 

E ; comme p=—l mod eZ, on a [Ce]/ = /[Ce]~^- Le Frobenius ip agissant sur M = M.{E{p)) 
s'étend o"-semi-lincairement sur R = M<S>'ip'^p2 où Zp2 = W(Fp2) est l'anneau des entiers 
de Qp2. Notons = 2([Ce](p)) : c'est un automorphisme Zp2 -linéaire de R d'ordre e 
et de déterminant 1. L'objet D = M^ZpQp'^ est un ((/?, G/f^/i^)-module de dimension 2 
dans lequel la relation [Ce]/ = /[Ce]~^ se traduit par les relations Ce*^ = <^Ce et u^e = Cë^^ 
(avec < uj >= Gx^/Lei cf. 1.3.2). Il existe alors une Zp2-base (61,62) de C -D et un 
ri G (Z/eZ)^ = {±1} tels que 

cpei = 62 , (pe2 = -pei ; ujei = 61 , a;62 = 62 ; Ce^i = Qei , Cee2 = Ce~''e2 

En effet, on montre d'abord l'existence d'une telle base pour D ; puis, à homothétie près, tout 
Zp2-réseau de D stable par ip est de la forme Zp26i © Zp2e2 ou (/?(Zp2ei © Zp2e2). Dans cette 
situation, on dira que le générateur 61 du Zp[(/?]-module M est adapté au groupe d'automor- 
phismes de E. Le choix d'un tel générateur est unique à un élément de Zp près. 

4.1.3 Modules de Dieudonné filtrés 

Pour étudier les relèvements sur Ol^ de groupes p-divisibles sur Fp on utilise la théorie 
des modules de Dieudonné filtrés sur O^^ telle qu'elle est décrite dans [Fo 4], IV, §2 à 5. Pour 
6 < p — 1 on définit la catégorie MDq^^ suivante : 
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- les objets sont les couples {M,C), où M est un Zp-module libre de rang fini muni d'un 
opérateur de Probenius Zp-linéaire (p tel que pM C tpM (i.e. M est un objet de MDf^), et £. 
est un sous-Oig-module de 

tel que l'inclusion C ^ Ai induit un isomorpliismc de Fp-espaces vectoriels 

C/TTeC ~ M/iipM®zye~"OLj (*) 

- un morphisme (M, C) (M' , C) est une application Zp-linéaire tp : M ^ M' qui commute 
aux Frobenius et qui, après extension des scalaires, envoie C dans C. 

Soit r un groupe p-divisible sur Ol^ et F = Fxo^^Fp sa fibre spéciale. Dans [Fo 4] J.-M. 
Fontaine construit un sous-O^^-module >C(F) de M{T) = M{f)<^ZpOL^ + (pM{f)^Zp'^l''^OL^ 
qui vérifie (*), de sorte que le couple (M(r), >C(F)) est un objet de MDq^^ . L'association F i— 
]V[o^^(r) = (M(r), /^(F)) est fonctorielle et lorsque e < p—1 elle induit une anti-cquivalence 
entre la catégorie des groupes p-divisibles sur Ol^ et MDo^^ ([Fo 4], IV, prop.5.1). De plus, 
on a un isomorphisme canonique de (/^-modules filtrés Qp®Zp Mo^^(F) ~ ^cris Le(^(-'^)) 
fait le lien entre le Module de Dieudonné filtré de F et la théorie cristalline (voir [Fo 5]). 

Dans toute la suite on suppose e < p — 1. Soit M un objet de MD^p ; les relèvements 
de M en un objet de MDo^^ sont alors en correspondance bijective avec les sous-O^^- 
modules C de M. tels que l'inclusion C ^ Ai induit un isomorphisme de Fp-espaces vectoriels 

4.2 Schémas elliptiques supersinguliers 

On fixe E/¥p supersingulière et l'on note M = M.{E{p)) et Ai = Ai{E{p)). On choisit 
un générateur ei du Zp[(^]-module M, d'oià M = ZpCi Zpe2 avec (pei = 62 et cpe2 = —pe-i- 
Alors on a = OL,(ei 1) 0^^(62 tt^"^) et 

7W/(^M®z^7re^-^OLj ~ Fp((ei ® 1) mod TTeM) 

On en déduit que les relèvements de M en un module de Dieudonné sur Ol^ correspondent 
bijectivement aux 

i:(/3) = (ei®l + /3-e2®7ri-^)OL, , /? G Oz,, 

Soit {E,T,u) un objet de Coi^^{Ë). Alors Moi^(F) = (M(r),>C(F)) est un objet de 
MDol, et M.{v) : M(r) ^ M est un isomorphisme dans MDpp ; on a donc M(z/)((/7]V[(r)) = 
(/?M. On note M(z^)i_. l'application Lg-linéairc de AiiT) dans Ai déduite par extension des 
scalaires; on a 'M.{y) L^[Ai{r)) = Ai. Alors 'Wl.{y) l^{C(T)) est un sous-Ol^ -module de rang 

I de Al tel que l'inclusion induit un isomorphisme de Fp-espaces vectoriels 

II existe donc un unique (5 G Ol^ tel que M.{v)lX/^{T)) = C{j3) C M. 

Lemme 4.1 Soient {E,T,iy), {EjT',^') deux objets de Co^^iE) et (3,(3' G Ol^ tels que 
M(u)L,{C{r)) = C{(3) et m{u')LSC{^')) = C{(3'). Alors on a un isomorphisme 

Hom^^^^(^)((Ê,F,î/), {È,T',v')) ~ { 7 G ^nd^^{È) / M(7(p))i,(Z:(/3')) C £{(3) } 
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Preuve. C'est immédiat, en utilisant les définitions des catégories Coi^^{E) et MD^^^^ ainsi 
que la pleine fidélité des foncteurs M et Mo^^ • □ 

Proposition 4.2 Soit e < p — 1. Soit E/¥p une courbe elliptique supersingulière. Via le 
choix d'un générateur du Zp[(p] -module M{E{p)), l'association 

{E,r,iy) ^ p tel que C{P)=M{i^)lM^)) 

induit une bijection entre les classes d'isomorphisme dans Coj^^{E) et Ol^- 

En composant avec le foncteur ST on obtient une bijection entre les classes d'isomor- 
phisme dans S£ol^{E) et Ol^- Notons que le choix d'un autre générateur du Zp[(/3] -module 
M change l'invariant /S en (a + 67re/3)~^(67r|~^ + a/3) avec o G et 6 G Zp. 

Preuve. Montrons d'abord la surjectivité. Soit [3 G Ol^. Il existe un groupe p-divisible J^g sur 
Oi^, et un isomorphisme : Mo^^^ {Jp) (M, C{[3)) dans MDo^^^ • Il induit un isomorphisme 
: M(J^) M de modules de Dieudonné sur Fp et il existe un unique isomorphisme 
Uf^ : E{p) ^ Jp de groupes j5-divisibles sur Fp tel que M(z^^) = Alors le triplet {E, Jp, up) 
est un objet de Cq^^ (È) tel que M(i/;3)l, (£( J^)) = C/3(f (^/î)) = >C(/3). 

Montrons maintenant l'injectivitc. Soient (E, T, u) et {E, F', v') deux objets de Co^ (£"), avec 
M(i/)L^(£(r)) = et m{u')LMT')) = £(/?'), /?, G Ol,. D'après le lemme 4.1 ils sont 
isomorphes si et seulement si il existe 7 G Autf^{E) tel que M.('y{p))]:^^{C{(3')) C C{(5). Or, 
£^/Fp étant supersingulière, on a AutFp(£^) = {±1}- La multiplication par (—1) sur E induit 
-Mm sur M, d'oii M([-l]g{p)){C{(3')) = jC{/3'). Donc (Ê,r,i/) et {Ë,r',u') sont isomorphes 
si et seulement si >C(/3') C >C(/3), c'est-à-dire (3 = (3' . □ 

Pour tout (3 e Ol^ on note le schéma elliptique sur Ol^, unique à O^^ -isomorphisme 
près, qui correspond par ST à un objet isomorphe dans Cqi^^ à un triplet {E, JpjVp), avec 
M(z/^)ig(>C(Ja)) = jC{(3) c m. Soient [3,13' G ; on a un isomorphisme 

Remarque 4.3 Lorsque 7 G EndFp(£') le polynôme caractéristique de M(7(p)) doit être 
dans Q[X]. Dans la base (61,62) de M sa matrice doit s'écrire sous la forme 

/ a -pc \ 

a,C e £jr, 

\c a J 

pour commuter avec tp, d'oià a G Q et G Q . Prenons e = 1 et /? G Zp ; alors on a 

M(7(p))(£(/5)) c £(0) si et seulement si a/3 + c = 0. On en déduit que si /3 n'appartient à 
aucune extension quadratique de Q les schémas £q et £p ne sont pas Zp-isogènes. 

Remarque 4.4 Si j{E) = ou 1728 on peut choisir un générateur du Zp[((0]-module M(£'(p)) 
qui est adapté au groupe d'automorphismcs de E (cf. 4.1.2). Avec ce choix on a jiSjs) = ou 
1728 si et seulement si /3 = (voir prop. 4.8). Par analogie avec le cas ordinaire on appelle 
£0 le relèvement canonique de E sur Ol^- 
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Dans la suite, pour chaque e G {3,4,6}, on s'intéresse au problème suivant : parmi les 
schémas elliptiques sur Ol^ relevant E décrits ci-dessus, quels sont ceux qui proviennent 
d'une courbe elliptique définie sur Qp ? Nous allons chercher ceux qui sont définis sur Qp et 
dont le défaut de semi-stabilité est e. Soit fi € Ol^. Par le théorème de pleine fidélité de 
Tate, le module de Dieudonné filtré (M, C{P)) caractérise le Zp[Gx,g]-module Tp{£ji) ; on a un 
isomorphisme canonique de ((^, Gi^_,//^^)-modules filtrés 

(M®z,Qp2,£(/3)0o,,i^e) ^ TtUs,KSM£p)) 

Si £i3 est définie sur Qp avec un défaut de semi-stabilité e alors D*^.^^. ^^(l^(iS^)) devient 
un ((/?, G/4;^YQp)-modulc filtré, c'cst-à-dirc qu'il est en plus muni d'une action de Gx^/Q) ^ ~ 
I{K(>/'Q^p) compatible avec toutes les autres structures. On sait qu'alors cette action doit être 
comme dans les objets Dpj.(e; 0; a) de la liste D* décrits en 2.2.1, ce qui amène à considérer 
un critère galoisien de descente. 

4.3 Un critère galoisien de descente 

Soient F C Qp une extension finie de Qp et K C Qp nnc extension finie galoisienne de 
F totalement ramifiée, d'indice de ramification absolu e{K), d'anneau des entiers Ok et de 
corps résiduel k. On note Gx/f = Gal{K/F). 

Soit E/F une courbe elliptique qui acquiert bonne réduction sur K. Alors le groupe 
Gk/f opère sur Ek = E x f K via son action sur K et cette action s'étend par fonctorialité 
au modèle de Néron de Ek- Comme Gj^/f agit trivialement sur k, son action sur la fibre 
spéciale Ek s'effectue par des fc-automorphismes de celle-ci, c'est-à-dire par un morphisme 
Gk/f ~^ Autjfc(^K). En particulier, l'action de Gk sur Tp{Ek) s'étend en une action de Gf 
de telle sorte que, pour e{K) < p — 1, sur le module de Dieudonné filtré associé au groupe 
p-divisible Ek{p), on a une action de Gk/f sur M.k{EK{p)) qui préserve la filtration et qui 
provient d'un morphisme 

Gk/f AutkiÈK) ^ Autfc(Èx(p)) ^ AutMDfc(Mfc(^K(p))) 
Réciproquement, on a le théorème suivant : 

Théorème 4.5 Soit E/K une courbe elliptique ayant bonne réduction sur K. Alors E est 
définie sur F si et seulement si l'action de Gk sur Tp{E) s'étend en une action de Gf Qui 
provient de k-automorphismes de la fibre spéciale E de E. 

Plus précisément, il existe alors une courbe elliptique Eq sur F et un K -isomorphisme ip : 

Eq Xf k e induisant un isomorphisme GF-équivariant ipp : Tp(£'o) ^ Tp{E), où Gf agit 
naturellement sur Tp(i?o) sur Tp[E) par l'action prolongée que l'on s'est donnée; un tel 
couple {Eo,ijj) est unique à F -isomorphisme près. De plus, le défaut de semi-stabilité de Eq 
est égal à l'indice du noyau de Gk/f ~^ Autjk(£^) dans Gk/f- 

Preuve- Pour tout a; G Gk/f on note E'^ la courbe elliptique sur K déduite de E par 
le changement de base Spec(a;~^) : Spec(X) — Spec(ii'). L'association E i— > E^ définit un 
foncteur J^^ de la catégorie des courbes elliptiques sur K dans elle-même ; on a J^^^r = ^uj°^t 
pour tous LO,T G Gk/f et = Id (le groupe Gk/f agit sur la catégorie). Rappelons le 
critère de Weil : la courbe E est définie sur F si et seulement si il existe un ensemble de 
i^-isomorphismes : E ^ E'^, uj G Gk/f-, vérifiant 

(*) Lr = ifrrof^ yu,TeGK/F 
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Il existe alors une courbe elliptique Eq/F et un i^T-isomorphisme ip : Eq Xp K ^ E tel que 
fuj = '>p'^o 'tp~^ pour tout u G Gx/F 'i 1^ couple {Eo,iJ;) est unique à iC-isomorphisme près 
([We] et [La] thm.2G). Un ensemble {f^, : E — E"^, u> G Gk/f} vérifiant la condition (*) est 
appelé un système cohérent d'isomorphismes. 



Soit tD relèvement de uj £ Gx/f dans Gi? ; on a un isomorphisme de groupes de ^y^pj 
dans E^{Qp) donné par rj Q o rj (il dépend du relèvement choisi) induisant une bijection 
Zp-linéaire : Tp{E) Tp{E^). On se donne un morphisme p : Gf —>■ Autz^ (Tp(i?)) dont la 
restriction à Gk est l'action naturelle. Alors, pour tout u G Gk/Fi l'isomorphisme Zj,-linéaire 



fu),p 



Tp{E) ^ rp(E-)_ 



est GiiT-équivariant et ne dépend pas du relèvement de u) dans Gf- Supposons qu'il existe 
un système cohérent d'isomorphismes {f^j : E — > £"^, uj G G^/f} tel que Tp{fuj) = fui,p 
pour tout UJ G Gk/f ; soit {Eq, ijj) le couple obtenu par le critère de Weil. Alors induit un 
isomorphisme G^-équi variant Tp{'tp) = ipp : Tp^E^) Tp{E) 

action naturelle action étendue 

Le choix d'une clôtTirc algébrique Qp définit un foncteur contravariant $ de la catégorie C 
des schémas en groupes finis et étales sur Spec(i^) dans la catégorie T des groupes abéliens 
finis munis d'une action de Gk, par $ : X i— > X{Qp) = ïlomK~alg{B,Qp) où X = Spec(B) ; 
le foncteur : T Spcc((Fcts(T, Qp))*^^) de T dans C est un quasi-inverse. Alors, pour 
tout Lo G Gk/f et pour tout T G Ob(7"), on pose 

T- = $(^(r)") = Hom;f_„;,((Fcts(r,Qp))^^ , Qp) 

L'objet est bien défini et l'on obtient ainsi une action de Gx/f sur la catégorie T par 
"transport de structure" . Par passage à la limite on définit T'^ où T est un module de Tate ; 
si T = Tp{E) alors on a {Tp{E)Y = Tp{E'^). On a ainsi une notion de système cohérent 
d'isomorphismes de Zp[Gi^]-modules. Alors le fait que l'action de Gk sur Tp{E) s'étend en 
une action de Gf implique que le système {fui,p '■ Tp{E) Tp{E^), u G Gk/f} est cohérent 
(c'est purement formel). 

L'unicité du modèle de Néron ainsi que la pleine fidélité du foncteur de Serre- Tate im- 
pliquent que l'existence d'un système cohérent de i^-isomorphismes {f^j : E — u G 
Gk/f} équivaut aux données suivantes : 

(1) un ensemble d'isomorphismes {fu}{p) ■ E{p) E'^{p), u G Gk/f} de groupes p- 
divisibles sur Gk tels que furip) = Ur{p)Y ° fuj{p) pour tous r G Gk/f (cohérence) ; 

(2) un ensemble d'isomorphismes {/a, : E —>■ E'^, u G Gk/f} de courbes elliptiques sur A; 
tels que fuj{p) = fuj{p) pour tout uj G Gk/f (recollement). 

En effet, la condition de cohérence sur les est vérifiée grâce aux injections canoniques 

Homfc(È,Ê^) ^ RomkiÈ {p),E^{p)) 

Le système cohérent {fuj^p, uj G Gk/f} fournit par le théorème de pleine fidélité de Tate 
un système cohérent {fuiip) '■ E{p) E^{p), uj G Gk/f} d'isomorphismes de groupes p- 

divisibles sur Ok, ce qui permet de satisfaire (1). Soit {fuj{p) '■ E{p) E'^(p), uj G Gk/f} 
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le système cohérent déduit sur les groupes j3-divisibles des fibres spéciales. L'extension K/F 
étant totalement ramifiée, on a E"^ = E pour tout r G Gk/f-, 6t la cohérence signifie que 

l'association r i— /t(p) est un morphisme rp : Gk/f ^'^^k{E{p)) ~ (Zp (g)z Endjt(£'))^ . 
Alors E est définie sur F si et seulement si Vp provient par extension des scalaires d'un 
morphisme r : G^/f ~^ -A-Utfe(£^). En effet, il suffit de poser = r(r) pour tout r G Gj^/f '■ 
ce sont des /c-isomorphismes de E qui vérifient, par construction, la condition (2). 

Soit Kq = YiaciW {k)) l'extension maximale non ramifiée contenue dans K. Prolonger 
l'action de Gk à Gf sur Vp{E) revient à munir le (^-module filtré D = D*^^^ 
d'une structure d'objet de MF;^/^((^), c'est-à-dire faire agir i^o-linéairement G^/f sur D de 
sorte que cette action commute avec ip et respecte la filtration sur D ®KoK \ l'objet D est 
alors isomorphe dans MF^/j7'((/?) à D*^.,.^ ^^^(l^(£'o))- En oubliant la filtration on obtient un 
morphisme u : G^/f ~^ Aut/fg[^](Z)) et le diagramme suivant est commutatif : 



G 



K/F 




Autk{E) 



AutkiEip)) 

AutMD,(Mfe(È(p))) 



Aut;^„[^](Z)) ^ Aut^„[^](ifo (Swik) Mk{E{p))) 

Soit F' le sous-corps de K fixe par Ker(r) = Ker(j^). La courbe Eq/F acquiert bonne réduction 
sur F' puisque Vp{Eo) est cristalline sur F'. Elle n'acquiert bonne réduction sur aucun sous- 
corps strict de F' contenu dans F car Vp{Eq) ne peut être cristalline sur un tel corps : u induit 
une injection Gal{F'/F) ^ Autj^^^^^^{D). Donc dst(£^o) est égal au degré de l'extension F' /F 
qui est aussi l'indice de Ker(r) dans Gx/f- '-' 

Le lemme qui suit permet de traiter des situations où l'extension K/F est totalement 
ramifiée mais pas nécessairement galoisienne. Soient Fi , F2 deux corps tels que F C F^ C 
K, F = Fi n F2 et K = F1F2; posons G^/^. = Gal{K/Fi). Supposons l'extension Fi/F 
galoisienne : G^/f est un produit semi-direct de G^/f^ P^'^ G^/Fi- 

Lemme 4.6 Soient Fi,F2 comme ci-dessus. Supposons E définie sur Fi et sur F2, ce qui 
prolonge l'action de Gk sur Tp(E) en une action de Gf^ et une de Gf2- Si l'action de Gk 
s'étend sur Tp(E) en une action de Gf qui coïncide avec celles de Gfi et Gf^, alors E est 
définie sur F. 

Preuve. On dispose de deux systèmes cohérents d'isomorphismes {/(^. : E E^\ uji G 
Gk/Fi}-, ^=1)2, et il s'agit de montrer l'existence d'un système cohérent {/^ : E E^ , u G 
Gk/f}- Tout élément uj de Gk/f s'écrivant de manière unique lu = ujiuj2 avec Ui G Gk/f^^ 
on pose = /a)itJ2 = {fi^2Y^ ° /wi- Comme l'action de Gk sur Tp{E) s'étend à Gf de sorte 
qu'elle coïncide avec celles de Gf-^ et de G^j, le système de Zp[Gif]-isomorphismes {Tp{fi^) : 
Tp{E) Tp{E^), Lv G Gk/f} est cohérent. Alors l'injection canonique }îomK{E,E') ^ 
ïlomi^^Qj^j(Tp(E),Tp(E')) pour deux courbes elliptiques E et E' sur K permet d'obtenir la 
cohérence du système {f^, uj G Gk/f} à partir de celle de {Tp{f^), uj G Gk/f}- ^ 
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Remarque 4.7 Le théorème 4.5 et le lemme 4.6 sont également valables pour des variétés 
abéliennes de dimension relative quelconque (les preuves sont les mêmes). 

4.4 Courbes potentiellement supersingulières 

Nous allons appliquer le théorème de descente 4.5 à notre situation. Comme e G {3, 4, 6} 
on voit que l'on doit partir d'une courbe E/¥p ayant suffisament d'automorphismes (définis 
sur ¥p2), c'est-à-dire telle que [Q] £ AutF^2(i?). On fixe E/¥p super singulière d'invariant 
modulaire j(e) avec j(3) = j(6) = et j(4) = 1728 ; alors e | ;j -|- 1 et pour satisfaire la 
condition e < p — 1 il faut exclure le cas {e,p) = (6,5) (voir cependant la rmq. 4.11(ii)). 
De plus, l'extension L^/Qp n'étant pas galoisienne, il faut monter sur Qp2 et travailler avec 
l'extension Ke/Qp2 ; on utilise alors le lemme 4.6. 

On note le sous-ensemble de Ol^ correspondant aux invariants (3 G Ol^ pour lesquels 
peut être définie sur Qp avec un défaut de semi-stabilité e et O'I^ l'ensemble des classes 
d'isomorphisme de courbes elliptiques sur Qp qui prolongent un schéma avec un défaut 
de semi-stabilité e. L'ensemble O'I consiste en la donnée d'un élément (3 G O'^ avec en plus 
celle d'une action prolongée de G sur Tp^Sjj) ; on a bien sûr une flèche naturelle surjective 

Proposition 4.8 Soit e G {3,4,6} tel que e\p + 1 et e < p — 1. Soit E/¥p supersingulière 
d'invariant modulaire j(e) avec = J(6) = et j(4) = 1728. On choisit un générateur 
du 7,p[(p\ -module M(E'(p)) adapté au groupe d'automorphismes de E pour paramétrer les 

relèvements de E en un schéma elliptique sur Ol^. Alors : 

1) j^Sp) = ou 1728 si et seulement si (3 = 0. 

2) O'j^^ = ZpTTe U Zp7r|~'^, de sorte que O'^^ s'identifie à un sous-Zp-module de rang 1 de Ol^ 
si e = 4 et à 'ZpUZp si e = 3 ou 6. 

3) O'I^ s'identifie à Zp U Zp (réunion disjointe) et les fibres de Xg sont de cardinal 2 si P = 

ou e = A, de cardinal 1 sinon. 

Preuve. Fixons un générateur ei du Zp[(/?]-modulc M = 'NL{E{p)) adapté au groupe d'auto- 
morphismes de E ; rappelons qu'alors (ei, ip{ei) = 62) est une base de M qui, après extension 
des scalaires à Zp2, diagonalise l'action de = 2 ([Ce](j')) (4.1.2). Soit (5 G Ol^ ; notons 
encore £j3 le schéma SpXoi^^Oxe où Ok^ est l'anneau des entiers de K^. 

1) On a j{Si3) = (resp. 1728) si et seulement si [Ce] G Autp 2 {E) se relève dans Auto^e (^/s) 
avec e = 3 ou 6 (resp. e = 4), i.e. si et seulement si Çe stabilise après extension des 
scalaires la filtration £(/3)(g)o^^ Ok^ = (ei (X" 1 -|- /3 • 62 (X" 7rg~^)0xe- Cette condition s'écrit 
Cl Ce + /3 • 62 X" Ce ^T^\~'^ £ ^^{I^)®Ol^ ^-vec rj = ±1, cc qui équivaut à /3 = 0. 

2) D'après le théorème 4.5 et le lemme 4.6, la courbe est définie sur Qp avec un défaut 
de semi-stabilité e si et seulement si l'action de Gk^ sur Tp{£p) s'étend en une action de G, 
dont la restriction à Gq j induit une injection < Tg >^ AutMDp (-^®Zp^2) préservant la 

filtration et provenant d'une injection < >^ Autp ,^ (E). Cette dernière condition équivaut 
à Te = ou d'oii TgCi = Qci et Tee2 = Ce~'^^2 avec e G {±1}- Maintenant écrivons que 
l'action de G^^/Qp étendue par semi-linéarité stabilise C{(5)Ç^OLeOKe- C'est automatique en 
ce qui concerne a;, puisque (3 £ Ol^ {£p est déjà définie sur Ol^) ] pour Tg cela équivaut à 
re(7r^^'+V) = 7r~^'+^/3, c'est-à-dire 7r^^'+^/3 G Qp2 D Le = Qp. Finalement, comme (3 G Ol^, 
on obtient : pour e = 1, /3 G ZpTTg ; pour e = —1, /3 G Zp7r|~^. 

3) Cela découle de l'assertion d'unicité du théorème 4.5. Si e G {3, 6} alors ZpVTg n ZpTTg"^ = 
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{0} ; pour P G Zp7re\{0} (resp. P G Zp7rg~^\{0}) fixé, il y a, à (Qp-isomorphisme près, une 
seule courbe prolongeant Sjs sur Qp avec un défaut de semi-stabilité égal à e et elle correspond 
à une action prolongée de Tg avec e = 1 (resp. e = — 1). Si e = 4 ou /3 = il y en a deux, 
l'une correspondant à une action prolongée avec e = 1, l'autre avec e = — 1. □ 

Remarque 4.9 Si e = 3 (resp. e = 6), le schéma £q se prolonge aussi en un schéma elliptique 
sur Zp ; comme j (»4o) — les deux courbes prolongeant £q sur Qp avec un défaut de semi- 
stabilité 3 (resp. 6) sont les tordues de XZp Qp = correspondant aux éléments et 
(resp. {-pf et {-p)) de Qp/{Qpf ~ Twist((Ao, 0), Qp). Si e = 4, le schéma Sq se prolonge 
aussi en un schéma elliptique Bq sur Zp ; comme j{Bo) = 1728 les deux courbes prolongeant 
Sq sur Qp avec un défaut de semi-stabilité 4 sont les tordues de ^oXZpQp = -Bq correspondant 
aux éléments {—p)^ et {—p) de Qp/(Qp)^ — Twist((Zîo, 0), Qp). Pour tous ces cas voir les 
exemples donnés en 5.2.2. 

On note Ea,e les courbes elliptiques sur Qp correspondant aux éléments de O'I^ , où a G Zp 
et e G {±1} sont tels que Ea,e — £p ^Ol^ -^e avec P = aTTg et une action étendue avec 

e = 1 ou bien P = a'!r^~^ et une action étendue avec e = — 1. 

Remarque 4.10 Si a G Zp le morphisme (p de M envoie, après extension des scalaires, 
>C(a7r|~^) dans £(a~^7re) ; comme il provient d'un morphisme de E, à savoir le Probenius, 
on en déduit que les schémas Sa-'^ne ^ ^^-^ ^^^^^ OLe"isogènes. De plus, on vérifie que le 
morphisme : Bl,^ j,^{Vp{Ea,-i)) = D, ^D^ = ï^*ris,KSMEa-\i)) d'objets de MFkM 
commute à l'action de Gx^/q^, de sorte que c'est un morphisme dans MF^^/q^if)- L'injection 

RomQ^{E„-i^i,Ea-i) ^ RomQ^^G]{yp{Ea-\i),Vp{Ea-i)) ^ HomMF^^/Q^(¥>)Pi, ^2) 

montre que cette OLj,-isogénie est définie sur Qp. Donc les courbes 6t Ea^-i sont 

Qp-isogènes. 

Remarque 4.11 (i) Soit E'/¥p la tordue de E sur Fp2 et, pour tout P G Ol^, soit E'^/Ol^ 
le schéma obtenu en tordant £p sur K^.. Alors les relèvements de E' en un schéma elliptique 
sur Ol^ sont, à isomorphisme près, les «5^. De plus, «5^ est définie sur Qp avec un défaut de 

semi-stabilité e si et seulement si £p l'est ; les courbes sur Qp obtenues à partir de E' sont les 
tordues sur Qp2 de celles obtenues à partir de E. 

(ii) Si (e,p) = (6,5) on se ramène à la situation (e,p) = (3,5) en tordant sur l'extension 
quadratique Q5('7r2) /Q5. En effet, si E/Qp a potentiellement bonne réduction avec dst(i?) = 6, 
alors sa tordue E' /Qp sur Qp(7r2) est telle que dst(i?') = 3, et vice versa (et, sur Qp(7r6), elles 
ont la même fibre spéciale). 

On obtient ainsi toutes les courbes elliptiques sur Qp, à Qp-isomorphisme près, qui sont 
potentiellement supersingulières avec un défaut de semi-stabilité e G {3,4,6}. 

Remarque 4.12 Soit 7 : ^ £" un isomorphisme défini sur Fp2 ; via l'isomorphisme 
EndF2(-E') ~^ îiomp ^{E, E') donné par -i/j 7 o ijj, les éléments de îiomYp{E, E') cor- 
respondent aux ip G Endp 2 (E) tels que ip^ = —ip, où a est le Frobenius absolu. Soit 
■ijjf, = [Çe] — [Ce'^] S EndiF 2 (E). Comme V'e — "V'e l'isogénie 'y o tp^ est définie sur Fp, d'où un 
morphisme M(7 o tp^) = Mf^^ (tpe) ° Mp^,^ (7) : M{È'{p)) M{E{p)). Du fait que Mf^2 (V^e) 
envoie, après extension des scalaires, C{P) dans C{—P), on déduit que 7o-^g se relève en une 
OLj,-isogénie (7 o '^e)p '■ ^'-p pour tout P G Ol^- Lorsque P G O^^ et pour une action 
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étendue avec le même invariant e, on vérifie que le morphisme associé à {'yoipf.)^ sur les objets 
de MFxei^) correspondants commute à l'action de G^^/Qp- Donc, si pour tous a G Zp et 
e G {±1} on note E'^^^ la tordue sur Qp2 de E^^e, on obtient que les courbes E^^e et E'_^^^ 
sont Qp-isogènes. 

4.5 Sur les cas ordinaires 

Si E/¥p est ordinaire on a ap{E) G et il existe une base (61,62) de M.(E(j))) qui 
diagonalise ip. Si ei est un vecteur propre dont la valeur propre est une unité, les relèvements 
de M(£J(p)) en un module de Dieudonné sur Ol^ correspondent bijectivement aux filtrations 
C{P) = (/? • 61 (g) TTg"*^ + 62 ^)Ol^ avec (3 G Ol^- On obtient avec des méthodes tout à fait 
similaires les résultats qui suivent. 

Proposition 4.13 Soit e < p — 1. Soit E/¥p une courbe elliptique ordinaire d'invariant 
modulaire j ; on pose m(j) = 1 si j {0, 1728}, m(1728) = 2 et m(0) = 3. Via le choix d'une 
"Lp-hase de diagonalisation de dans M.{E{p)), l'association 

\ {E,r,i^) ^ p tel que C{/3) = Miiy)LM^)) 

induit une bijection entre les classes d'isomorphisme dans Coj^^{E) et l'ensemble Ol^/^, 
avec x^y si et seulement si x^^^ = . 

En composant avec le foncteur ST on obtient une bijection entre les classes d'isomor- 
phisme dans S£olS^^ Ol^/^. Le choix d'une autre Zp-basc de diagonalisation de 
dans 'M.{E{p)) change l'invariant (3 en rjfi avec r] G Zp . Quand j G {0, 1728} ces classes sont 
paramétrées par un quotient de Ol^ parce que, contrairement au cas super singulier, le groupe 
des Fp-automorphismes de E est alors strictement plus grand que {±1}. 

Signalons que les relèvements d'une courbe elliptique ordinaire ont déjà été étudiés : voir 
par exemple [Me], Appendix (en particulier la prop.3.2.), oii les méthodes utilisées n'imposent 
pas de restriction sur la ramification. 

Pour tout P G Ol^/^ on note 6p le schéma elliptique sur Ol^ qui correspond par ST 
à un triplet isomorphe dans Co^^ à un {E^Jp^up) avec 'M.{vq)l^{C{Jp)) = C{P) C M. Le 
lemme 4.1 implique que les assertions suivantes sont équivalentes : 

(i) /3 = 

(ii) le Frobenius de E se relève en un morphisme de £f) 

(iii) si i{Ê) = ou 1728 alors j{£p) = ou 1728 

(iv) la suite exacte (*„rd) associée à £p est scindée (cf. 1.3.1). 

Donc Sq/Ol^ est le relèvement canonique de E (cf. [Me], App., cor. 1.2 et 1.3). 

Remarque 4.14 Soient E/¥p et E'/¥p deux courbes elliptiques ordinaires; soient Sq/Ol^ 
et Sq/Ol^ les relèvements canoniques de E et E' respectivement. Alors Homo^^ (£^0) ^0) — 
ï{om¥p{E, E'), i.e. toute Fp-isogénie E ^ E' se relève en une Oi^-isogénie Sq £q. 

Rernarque 4.15 Soient (3,(3' G Ol, tels que pp' ^ et soit V : (p)) , C{P)) 

{'M.{E{p)),C{P')) un morphisme de modules de Dieudonné filtrés. Dans une base de M.{E{p)) 
qui diagonalise cp, la matrice de ^ est de la forme Diag(a, d) avec a,d E Zp tels que a/3 = dp'. 
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Si V' provient d'un élément de EndFp(£') son polynôme caractéristique est dans d'oii 
[Q(a,d) : Q] < 2. Prenons (3 = airl et 13' = a'iri avec i e N, a' e Z\{0} et a G Zp\{0} tel 
que [Q(q;) : Q] > 2; alors les schémas et SjS' ne sont pas Oi^-isogènes. 

Soit e G {3,4,6} tel que e < p — 1. On prend maintenant E/¥p ordinaire d'invariant 
modulaire j(e) avec j(3) = j(6) = et j(4) = 1728 ; dans ce cas e \ p — 1, [Q] G AutiFp(-E') et 
cet automorphismc commute avec le Frobcnius. Pour satisfaire la condition e < p — 1 il faut 
écarter les valeurs (e,p) = (4,5) et (e,p) = (6,7). En appliquant le théorème 4.5 on trouve 
que £p est définie sur Qp avec un défaut de semi-stabilité e si et seulement si /? G Zp7r|~^ 
(correspondant à une action étendue par Tg = ^e) ou bien (3 G ZpTTg (correspondant à une 
action étendue par Te = ^ë^)- 

Remarque 4.16 (i) Si (e,p) = (6,7) on se ramène à la situation (e,p) = (3,7) en tordant 
sur Q7(vr2), cf. rmq. 4.11(ii). 

(ii) Par contre, si le défaut de semi-stabilité d'une courbe elliptique est 4, il reste inchangé par 
torsion quadratique. Donc si {e,p) = (4,5) nos méthodes ne s'appliquent pas (du moins pas 
avec l'utilisation des modules de Dieudonné filtrés). Dans ce cas nous faisons appel à [Me], 
Appendix ; en particulier, la prop. 3.3 que l'on y trouve permet de déduire les analogues des 
remarques 4.14 et 4.15 ci-dessus. 

Remarque 4.17 Soient E/¥p et E' /¥p deux courbes elliptiques ordinaires qui sont Fp- 
isogènes, c'est-à-dire telles que ap{E) = ap{E'). Soient 13,(3' G Ol^ tels que [3, [3' G ZpVTg"^ ou 
bien (3,(3' G Z^TTe ; notons Ep/OL^ et S'^ijOi,^ les schémas elliptiques relevant E et E' respec- 
tivement, ainsi que Ej^^^/Q^p et E'i^, ^/Qp les courbes qui les prolongent avec le même invariant 
e G {±1}. Du fait que tout morphisme commutant avec les Frobenii commute avec Tg dans 
les ((/?, Gx^/Qp)-modules filtrés associés, on déduit que HomQp(£^^^g, E'^^, ^ Homo^^ (^^/3, f^/), 
i.e. toute Oi^-isogénie £p — 6'^, se prolonge en une Qp-isogénie Ep^^ E'^, ^. En particulier, 
les courbes £^o,e et ^ sont Qp-isogènes. 

5 Les Qp[G]-modules provenant d'une courbe elliptique sur 

5.1 Résultat et conséquences 

Nous allons maintenant donner des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une 
représentation p-adique de G de dimension 2 provienne d'une courbe elliptique sur Qp, i.e. 
pour qu'il existe E/<Qp telle que Vp ~ Vp{E) en tant que Qp[G]-modules. 

Soit E/Qp une courbe elliptique. Tout d'abord, on sait que la représentation Vp{E) est 
potentiellement semi-stable. Ensuite, la représentation de Weil-Deligne W*{Vp{E)) associée 
à Vp{E) vérifie les conditions (1°), (2°) et (3°) du théorème 3.1 (compatibilité). Enfin, on sait 
que D*g-i-{Vp{E)) est de type Hodge-Tate (0, 1) ; on dira que Vp{E) est de type Hodge-Tate 
(0, 1), le foncteur Dpgt étant sous-entendu. 

Là encore, le résultat est que ces conditions nécessaires sont aussi suflEisantes : d'une part 
les {ip, N, G)-modules filtrés faiblement admissibles vérifiant ces conditions sont exactement 
ceux de la liste D*, et d'autre part tous les objets de cette liste proviennent d'une courbe 
elliptique sur Qp. 

Théorème 5.1 Soit Vp une représentation p-adique de G de dimension 2. Les assertions 
suivantes sont équivalentes : 

(1) il existe une courbe elliptique E sur Qp telle que Vp{E) soit isomorphe à Vp, 
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(2) Vp est potentiellement semi-stable de type Hodge-Tate (0,1) etW*(Vp) vérifie les con- 
ditions (1°), (2°) et (3°) du théorème 3.1, 

(3) Vp est potentiellement semi-stable et Y)pgf{Vp) est isomorphe à un objet de la liste D*. 

Remarque 5.2 La condition (3°), qui porte sur la représentation de Weil-Deligne associée 
à un objet D de MF^/q {ip,N), se lit en prenant le polynôme caractéristique de (p sur le 
Qp-espace vectoriel formé des éléments de D qui sont fixes par l'action d'un relèvement du 
Frobenius absolu dans Gj^^q^. 

Preuve. Les objets D = D*^j(V^) obtenus avec les conditions de (2) sont exactement ceux de 
la liste D* : la représentation de Weil-Deligne associée à D se lit sur le {if, N, Gx/Qp)-module 
D^^^ obtenu en oubliant la filtration et la même preuve que celle du théorème 3.1 montre que 
Z?(°) est l'un des ((^, A'^, G;^/(Q)p)-modules déduits de la liste D* ; puis la filtration sur Dk est 
obtenue en écrivant que D est de type Hodge-Tate (0, 1) et faiblement admissible, voir 2.2.4. 

Pour les cas D^(e; b; a) le résultat provient du fait que l'application de pZp\{0} dans Qp 
qui à q associe a{q) = — log(uq) / Vp{q) est surjective (oii l'on a écrit q = Uqp'"p^'^\ cf. rmq. 2.9 ; 
log(7ig) parcourt pZp et Vp{q) parcourt les entiers > 1), ainsi que de la description des twists 
quadratiques donnée en 2.2.2. 

Pour les cas D*(e;ap;a) et Dpp(e; ap; e; a) le résultat provient du théorème 3.1 et du 
fait que pour toute courbe elliptique ordinaire sur ¥p il existe un relèvement tel que {*ord) 
est scindée (ce qui équivaut à a = 0) ainsi qu'un relèvement tel que {*ord) n'est pas scindée 
(voir 4.5 et les exemples donnés en 5.2.1). 

Pour les cas D*(e; 0) le résultat provient du théorème 3.1 (ici la filtration n'apporte pas 
de donnée supplémentaire). 

Pour les cas Dp(.(e; 0; a), si {e,p) = (6,5) on se ramène à la situation (e,p) = (3,5) 
en tordant sur Q5(7r2) (voir rmq. 4.11(ii)). Le résultat provient alors de l'étude faite en 4.4 
dont on reprend les notations. Soient E^^e les courbes elliptiques sur Qp correspondant aux 
éléments de O'I^ avec a G Zp et e G {±1}. On a une application 

quikEa,e associe l'unique (5e (£;„,e) G F^Qp) tel que D*^.^^^^/Q^(Fp(£;o,e)) ^ J:>*p^{e; 0;5eiEa,e)) 
en tant que {(p, Gk^/q )-modules filtrés. Un calcul montre alors que l'on a ôe{Ea^e) = —poT^ ; 
en particulier 5(, est surjective. □ 

Remarque 5.3 L'étude faite en 4.4 montre que les fibres de 5^ sont finies : pour a G P^(Qp) 
le cardinal de 5ë^{a) est 4 si Vp{a) = 1 et 2 sinon. 

Remarque 5.4 De même que pour les cas £ 7^ p, un Zp[G]-module Tp provient d'une courbe 
elliptique sur Qp si et seulement si le Qp[G]-module Qp(8)Zpîp provient d'une courbe elliptique 

sur Qp. 

Corollaire 5.5 Le nombre de classes d'isomorphisme d'objets de RepQ^(G) provenant d'une 
courbe elliptique sur Qp ayant potentiellement bonne réduction est fini si et seulement si 
p = 1 mod 12 ; il vaut alors 8[2^p] + 66. 

La première assertion provient du fait que les courbes E ayant potentiellement bonne 
réduction avec dst(£^) > 3 sont toutes potentiellement ordinaires si et seulement si p = 
1 mod 12 (et aussi bien siir du théorème 5.1). Il y a alors : 2Card(A/^^) = 4[2y^] classes 
provenant de courbes elliptiques ayant bonne réduction ordinaire sur Qp et autant provenant 
d'un twist quadratique ramifié de telles ; 1 classe provenant de courbes ayant bonne réduction 
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super singulière sur Qp et 1 provenant d'un twist quadratique ramifié de telles ; 4 Card{J\fp^) = 
24 classes provenant de E/Qp potentiellement ordinaires avec dst(-E') = 3 ; 4 CaTd{Àfp^) = 16 
classes provenant de telles courbes avec dst(£^) = 4; et 4Card(AÇ^g) = 24 classes provenant 
de telles courbes avec dst(£') = 6. 

Enfin, la proposition qui suit est essentiellement une conséquence de l'étude des courbes 
sur Qp ayant potentiellement bonne réduction faite en 4. 

Proposition 5.6 SoitE/Qp une courbe elliptique. L'assertion : 

(*) ^p{E) etVp{E') sont Qp[G]-isomorphes E et E' sont Qp-isogènes 

est vraie si et seulement si on est dans l'un des trois cas suivants : 

(1) E a potentiellement mauvaise réduction multiplicative 

(2) E a potentiellement bonne réduction supersingulière et dst(-E) > 3 

(3) E est le relèvement canonique sur une extension finie de Qp d'une courbe ordinaire. 

Preuve. L'implication (1) =^ (*) provient pour des courbes de Tate de la remarque 2.10 
et le cas général s'en déduit par torsion quadratique. L'implication (2) (*) provient des 
remarques 4.10, 4.11 et 4.12. L'implication (3) =^ (*) provient de la remarque 4.14 pour 
dst(£^) = 1 ou 2 et des remarques 4.17 et 4.16 pour dst(£') > 3. Enfin, les remarques 4.3 ainsi 
que 4.15 et 4.16 montrent que dans tous les autres cas l'assertion (*) est fausse. □ 

5.2 Exemples 

5.2.1 Courbes elliptiques potentiellement ordinaires 

Si 4 I p — 1 : on reprend les courbes Ej/¥p et Eij/Qp avec l<j<4et0<i<3 
considérées en 3.2.1. On a alors pour chaque j : 

^;cr^siMEo,J)) D*(l;ap,j;0) D;^„,(yp(i?i,,)) D;,(4; ap, j; 1; 0) 

Tt;,,,,{Vp{E2j)) ^ D*(2;ap,j;0) D;,„,(yp(i?3j)) ^ D;,(4; apj; -1; 0) 

On pose : = x"' + [nj](-p)*x+ (-p)"W pour 1 < j < 4, < i < 3 et n{i) = 1, 2, 4, 5 
si i = 0, 1, 2, 3 respectivement. Ce sont des courbes sur Qp d'invariant modulaire entier congru 
à 1728 modulo pZp mais différent de 1728 ; elles acquièrent bonne réduction sur Qp(7r4) et la 
courbe réduite de E'-j est Ej. On a alors pour chaque j : 

^;cr^siypiK,j)) ^ Dc(l;ap,j;l) U;^,MiE[,,)) D;,(4;ap,j;l;l) 

^;cris{Vp{E',j)) D*(2;ap,j;l) r>;aris{Vp{E'sj)) D;,(4; apj; -1; 1) 

Si 3 j p — 1 : on reprend les courbes Sj/^p et Eij/<Qp avec l<_7<6etO<î<5 considérées 
en 3.2.1. On a alors pour chaque j : 

T>;,„siVp{£o,j)) ^ D*(l;apj;0) D;_(i;(f i,,)) D;,(6; ap, j; 1; 0) 

^;crisiypi^2,j)) ^ D;j3;ap,j;l;0) D;,„, (1^(^:3,,)) D*(2;ap,j;0) 

^;crisiVpi£^,j)) ^ D;c(3;ap,j;-1;0) D;,,,,(yp(^:5,,)) D;,(6;ap,j;-1;0) 

On pose £lj : = + {-p)"^^'^^x + [vj]{-py pour 1 < j < 6, < i < 5 et m{i) = 
1, 1, 2, 3, 3, 4 si i = 0, 1, 2, 3, 4, 5 respectivement. Ce sont des courbes sur Qp d'invariant mod- 
ulaire entier congru à modulo pZp mais non nul ; elles acquièrent bonne réduction sur Qp(7r6) 
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et la courbe réduite de a est £j. On a alors 

D;c„.(^p(^o,,)) ^ Dc(l;apj;l) 
^;cr^s{Vp{£'2^,)) ^ D^, (3; ap, j ; 1; 1) 
^lcris{yp{£'A,3)) ^ D;c(3;ap,j;-l;l) 



r chaque j : 

^IcMi^lj)) ^ D;,(6;ap,j;l;l) 
^;cr^s{Vp{£'^^,)) D*(2;ap,j;l) 

^;cr^siypKj)) ^ D;,(6;ap,j;-l;l) 



5.2.2 Courbes elliptiques potentiellement supersingulières 



Si 4 I p + 1 : on reprend les courbes Ei/Qp avec < i < 3 considérées en 3.2.2. On a 



alors : 



D 



paris 



^laris{yp{E2)) 



Dc(l;0) Til^,,{Vp{E^)) D;,(4;0;oo) 

Dc(2;0) Ttl^M{E^)) D;J4;0;0) 



Si 3 I p + 1 : on reprend les courbes Si/Qp avec < i < 5 considérées en 3.2.2. On a alors : 



ï^lcrisiVpiSo)) ^ D*(1;0) 
D;c„s(V^p(^^2)) ^ D;,(3;0;oo) 
^UrisiMS^)) ^ D;,(3;0;0) 
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